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21 Flodesintegraler och (GGauss sats

21.1 Divergens och Gauss sats
21.1.1 Floden genom slutna ytor

I detta avsnitt beréknar vi flédesintgraler pa slutna ytor. Lat oss tédnka oss en
vind, som #r ett flode av luftmolekyler, som strommar genom ett hus déir alla
fonster star oppna. Man miéiter stromningen vid varje fonster, alltsa vid husets
ytterskal. D& kan man vinta sig att lika mycket luft strommar in i huset som
strommar ut ur det. Detta giller om det inte tillkommer luft i huset, som att
en gastub #r oppen och det stindigt strommar ut luft fran den. Lika mycket
som strommar in pa ena sidan strémmar ut pa den andra.

Om vi fragar hur mycket luft som strommar in i huset réknat pa hela den
sida dér vinden blaser, s& blir inte resultatet noll. Detta illusterar att for ett
massflode dér ingenting skapas eller forsvinner nagonstans sé& kan man vinta
sig att totala flodet genom en sluten yta &r noll, men genom en yta som inte
ar sluten normalt inte &r noll. Om ytan #r sluten kommer flodet att stromma
igenom ytan igen, pa andra sidan.

For ett flode F(z,y, 2) = (P(z,y, 2), Q(z, y, 2), R(x,y, 2)) kan man l4tt rikna
ut hur mycket som skapas i en punkt (z,y, z). Det &r den s.k. divergensen:

Definition 1 Divergensen av F(z,y,z) i punkten (z,y,z) dr divF = P, +
Qy, + R,. En annan beteckning ir V - F.

Divergensen kallas ocksa kiillstyrkan for F(z, y, z). Vi motiverar efter Gauss
sats nedan varfor denna summa av derivator boér ha nagot att géra med hur
mycket som "skapas" i en punkt (z,y, 2).

21.1.2 V-—operatorn

Beteckningen V-F dr motiverad av den s.k. "dell-operatorn" V (tecknet utlises
"dell" eller "nabla"), vars definition &r

0 0 0
V= (_7 a0 _)

Oz’ 0y’ 0z
Symbolen V ér alltsé en vektor, om én inte en vanlig vektor. Den kallas operator
for den betyder nagot forst nir den verkar pa en funktion, som ska sta till hoger.

Vi kan skriva gradienten grad f = (f., f/, f.) med V, enligt

x? Yy
0 0 9 ) )
(for fop fL) = (%,%,&)f = {flytta in f i vektorn}
- Vf.



Sa Vf =gradf da f &r en skalidr funktion, dvs R® — R. For ett vektorfilt
F(z,y,2) = (P,Q, R), som &r R? — R?, kan man se divergensen P, + Q) + R,
som en skaldrprodukt med operatorn V, som féljer:

g 0 0

V- F=(—,—,—) (PQR)=P, "+ R..

Vi kommer senare att stdta pa rotationen av ett vektorfilt F(x,y,z) =
(P,Q, R), som dr

rotF = (R'/u - Q,/sz; - R;,Q; - PLIJ)

Om denna storhet, rotF, inte &r noll finns det en virvel i F vid punkten (z,y, 2).
Den kan skrivas med V-operatorn som V x F pa sétt som stdmmer utmérkt
overens med bade kryssprodukt och derivering, vi aterkommer till rotF. De tre
begreppen Vf, V-F och V x F (alias gradF, divF och rotF) &r tre ganska starka
beteckningsméissiga motiveringar till operatorn V = (%, 6%, %). Det finns fler.
21.1.3 Gauss sats

Efter Gauss sats motiverar vi varfér denna summa av partiella derivator svarar
mot hur mycket som "skapas" i (z,y, z). Hursomhelst s& borde man kunna méta
totala flodet genom en sluten yta alternativt genom att summera hur mycket
som skapas i alla punkter i det inre. Skapas ingenting nagonstans dr denna
storhet noll och totala flodet genom ytan &r noll.

Totala flodet genom ytan kan vi beriikna som en flodesintegral. Mingden
som skapas inuti, som ér divF summeras genom en trippelintegral 6ver omréadet.
De tva ér alltsa lika. Saledes:

Sats 2 (Gauss’ sats) Om S dr en sluten yta med utdrtiktad normal © som
avgransar volymen V, och ¥ dr ett vektorfalt med kontinuerliga derivator dverallt

1V, sa gdller
//Fﬁ dS:// V - F dzdydz.
S \%4

Vi kan alltsd alternativt ridkna ut totala flodet genom en sluten yta som
en trippelintegral 6ver hela volymen innanfoér ytan. D4 &r integranden divF =
P +Q, + R

Bevis: Beviset, i likhet med beviset av Greens formel, egentligen bara inter-
erad integration i ett steg. Detta beror inte mycket tolkningarna ovan av diver-
gensen som en killstyrka, men matematiska bevis handlar inte om tolkningarna.
De handlar om kalkylerna. Ett matematiskt bevis kontrollerar att de numeriska
kalkylerna, bokstéver dir man kan sédtta in tal, dr korrekta.

Om vi skriver ut de tva skaldrprodukterna F-n = Pn, + Qn, + Rn, och
V-F =P, +Q, + R, sa siger Gauss sats

/S/(P”g”+Q"y+an)dS:/[/(Pﬂ/v+Q;+R’z)dxdydz,



I sjélva verket ér dessa tre delar lika var och en for sig:

// Pn,dS /// Pldxdydz,

S 14
// Q, dxdydz och
1%

/S / Qn,dS
/S / Rn.dS = / é / R, dwdydz.

Vi visar forst de tre likheterna separat. Gauss sats fas genom att addera de
tre likheterna.

Lat oss forst utfora itererad integration i z-led i trippelintegralen. Vi bevisar
Gauss’ sats i fallet att volymen ér av det slag att den kan skrivas pa formen
V ={f(z,y) <z < g(z,y),(z,y) € D} — omradet mellan tvi funktionsytor i
z-led. Dessutom kan V skrivas analogt i z-led och y-led, inte endast i z-led. Sa
ar fallet om volymen dr en konvex méngd.

Omradet {f(z,y) < z < g(x,y)} passar ju utmirkt for denna integration,
liksom att R, &r lidtt att integrera m.a.p. z. Vi far

9(z,y)
/// R.dxdydz = //(/ R (z,y, z)dz)dzdy
v 5 @y

/ / (R(z,9,9(z,y)) — R(z.y, f(z.y)))dady.
D

Lat oss nu berékna // Rn.dS. Volymen V = {f(z,y) < z < g(z,y)} omsluts

S
av tva delar, undersidan Sy = {f(z,y) = 2z} och 6versidan S; = {g(z,y) = z}.
Pa S¢ har vi

/ / F.dS = - / / (— Py, f(.9) fo— Qe y. (.9)) fi+ Rz, y, f (. 9)))dady.
S D

Minustecknet beror pa att vi har nedéatriktad normal. Detta beror i sin tur pa
att Sy dr undersidan av volymen, och normalen &r utatriktad. Pa analogt satt
#r integralen 6ver Sy

/ / F.dS = / / (— Py, f(@,9) foQ(x,y, f(a,9)) [+ Rz, f(z,y)))dzdy.
D

Sg
Integralen / / Rn.dS, som vi #r intresserade av hir, svarar mot den tredje

s
termen. Tydligen #r z-komponenterna av dessa tva integraler samma som



vad vi fick genom integration i z-led av / / / R/ dxdydz. Diarmed har vi visat

/ / Rn.dS = / / / R, dwdyd:.

Vi kan visa / / QnydS = / / Q dxdydz pa liknande sdtt genom att

beskriva omrédet i y-led, fi(x,z) § y < g1(z, 2), (x,2) € Dy. Och en analog
metod for / / PngdS = / / / P!dxdydz. Genom att addera de tre likheterna
v

foljer Gauss sats.

21.2 Flodesintegraler med Gauss sats — losta exempel

Exempel 3 (1109b) Berikna ytintegralen //Fﬁ dS till vektorfiltet F(z,y, z) =
3

(4xz, —y?,yz) ut fran kuben {0 <2 <1,0<y<1,0< 2z <1}

Lo6sning: Om vi anvinde definitionen for att berikna denna ytintegral far vi
dela upp integralen i sex delar, en for varje yta. Vi far d& normalriktningar Z for
x =1, -7 for x = 0, osv. Gauss ger i stillet en enda trippelintegral, med en enkel
integrand. Betydligt enklare. Gauss sats kan anviindas ty F =(4zz, —y?, yz) ar
kontinuerlig overallt — speciellt overallt i kuben.

Vi har utétriktad normal till kubens begréinsningsytor ("ut fran kuben").
Divergensen blir

V-F = V- (4daz,—y* y2)
0 0 0
= —dry— —y2 4+ =
oz~ 8yy +0z

Gauss’ sats ger nu

//F-ﬁdS = // V - F dxdydz
5 1%

IRS S|
/ / / (4z — y)dzdydz
o Jo Jo
1 1 1
{y-led} = / dx/ [4zy — =y?]odz
0 0 2

= 1 1(4 —l)d —[22—1]1
= z 5 z = |2z 220

0

N W



Nl

Svar: // FndS=

S

Visagisamband med Greens formel, dér vi integrerar ett vektorfilt F(x,y) =
(P(z,y),Q(z,y)) i tvi dimensioner, att om @, — P, = 0 sa kan kurvan modi-
fieras, ty integralen 6ver omradet som sténgs inne av den "gamla" och "nya" kur-

van dr noll. Vi far ju enligt Greens formel / / (Q), — P,)dzdy = Odxzdy = 0.

Samma, sak giller for ett vektorfilt déir divergensen ér noll, V - F = 0, som vi
ser i nista exempel.

Exempel 4 (1109b) Berikna ytintegralen //Fﬁ dsS till vektorfiltet F(z,y, z) =
S

(29?2, % — 3z, em2+742) dver halvsfiren S x% +y% +22 =4, 2 > 0 med uppériktad
normalriktning.

Losning: Hir har vi inte en sluten yta. Detta vektorfilt har divergens noll

V-F(z,y,2) = V-(z2 e -3z )

0 2 0 Tz 9 a:2+y2
50 Y + ay(e 3z) + 55¢
= 04+0+0=0.

Vi lidgger da till halvsfirens bottenyta 22 + y? < 4, z = 0, med nedatriktad
normalriktning. Det #r alltsa en cirkel i xz-planet med radie 2. Lat oss kalla
denna yta S7. Da dr S + 57 en sluten yta, sa Gauss’ sats kan anviindas. Vi far

genom att ligga till och dra ifran // F-ndsS :
S1

/S/FﬂdS = // F-ﬁdS—//FﬂdS

S+5S1 S1

/// O0dxdydz — // F-ndS
\% S1

- / / F.Ads.
S1

{Gauss’ sats i forsta termen}



P& S7 har vi en normal (0,0,—1), och z = 0. Vi far da

—//F-ﬁdS = // zy?, e — 3z, e" +y)(OO—l)cl:zccly
S1
= // ex2+y2dxdy

2m
{poléra koord.} = / / e rdrdcp—27r[ ]
(e* —1).

Svar: // FndS=mn(e*—1).

S
En yta med ett hal dr ocksa en sluten yta, om ej enkelt sammanhéngande.
Detta belyses i det foljande exemplet.

Exempel 5 (1110c) Berdikna ytintegralen // F-n dS till vektorfiltet F(z,y, z) =

5 over kuben —1 <z <1, —1<y<1—1<z<1dar|a|<1

Ir al

Losning: Hir har vi en sluten yta. Gauss’ sats kan #énda inte anviindas ty
vektorfiltet dr inte definierat i punkten a. Denna punkt ligger ju i kuben pa
grund av att |a| < 1. Att anvéinda definitionen &r inte heller sé litt for vi far sex
delintegraler, en for varje begriansningsyta, och integranden blir inte sa enkel
heller pa dessa ytor.

Beteckna a = (a1, as,as), och notera att

r-a (x — a1,y —as, z — as)

r—a]3 (x—a1)?+ (y—a2)?+ (2 — a3)2)% .

Men divergensen av filtet &r

3 T —a
0z ((x — a1) + (y — a2)® + (2 — a3)?)*

= {derivering av produkt}

1
(@ — @)+ (Y — a2)? + (2 — a3)?)?
3 (x —a1)2(z — ay)

2((z—a1)? + (y — az)? + (z — as)?)?

(r—a1)?+ (y—a2)®+ (2 —az)? — 3(x — ay)?
((x—a1)? + (y — a2)? + (z — a3)?)3
Pa liknande sétt far vi att
Yy — as _ (a1’ +(y—a2)? + (2 —a3)* — 3(y — az)?

Oy ((x— a2+ (y— )2 + (2 — a3)2) ((z = a)? + (y — a2)? + (= — a3)?)*



och

9 z—ag _ (w—a1)2+(y—a2)2+(z—a3)2—3(zja3)2-
0z ((x — a1)? + (y — az)? + (2 — a3)?)3 (& —a1)? + (y — a2)? + (2 — a3)?)?

Om vi adderar de tre termerna sa far vi faktiskt att divergensen blir noll:

1
V-F = W((ﬂi —a1)’ 4+ (y —a2)’ + (2 — a3)* = 3(x — a1)?
+(@ —a1)? + (y — a2)* + (2 — a3)* — 3(y — a2)?
@ —a1)’ + (y — a2)® + (2 — a3)” = 3(2 — a3)?)
= 0
Sa kan vi anvinda Gauss’ sats dnda sa far vi en stor forenkling. Detta
betyder ocksa att vi kan modifiera omradet utan att integralens viirde éndras.

Och om vi tar bort en sfir runt a med radie séig e (sa sfiiren dr helt innanfor

kuben) med indtriktad normal, si dr kuben minus detta runda hal en sluten yta
dér F dr definierad overallt, ty da dr punkten a inte i omradet. Om vi kallar

denna sfir for S.(a) sa far vi
J[ ®aas- [[ pads

/ / Fds
S S+Sc(a) Se(a)
///V - Fdxdydz— // F-ndS
——
\% =0 Se(a)
S / / F-ids.
Se(a)

En parametrisering av Sc(a) ér (a1 +ecospsinb, as + esinpsinf, az + ¢ cos ).
Ytméatt dr dS = 2 sin 0dfdp. Pa ytan ar

F _r—a _ (a;+ecospsinb, as +esinpsinb, az +ecosd) — (a1, a2, a3)
(iU,y,Z) - |r—a\3 - 53

1
= —(cospsind,sinpsin b, cos o).
€

Normalriktning &r (— cospsinf, —sin psin 0, — cos ), dér vi har minustecken

pa grund av den indtriktade normalen. Vi har d& ocks&d F-n = 75%. Vi far
I 2 1
- // FndS = —/ / (——2)52 sin dfdp
o Jo €
Se(a)

T 2m

= / / sin fdfdp = {arean av enhetssféren}
o Jo

= 4.



Svar: // F-ndS = 4.

S

Exempel 6 (1111) Antag att F = (r — r3)r, dir v = (z,y,2) och r = |r|.
Bestimd den kropp K ddr ytintegralen / F-n dS dar maximal.

Losning: Notera att
F =r(1—rHr =(zr(l —r?),yr(1 —r?), zr(1 — r?)),

och att

0 0
Y, - Y /2 2 2
8xr ox Ay

B x o
/1.2 +y2 + 22 r
Pa samma sétt har vi
0 Y z
—r==och —r=-.
dy r 0z r
Detta anviinder vi i foljande kalkyl, som &r forsta termen i divergensen:
3:W(l -r?) = r(1- 7‘2)—|—xz(1 — 7‘2)—|—x7"(—27")z
oz r r

2
(r+ =)(1 = r?)=2ra’.

Pa samma sitt far vi

_0 yr(l—r%) = (r+ y—2)(1 —r%)=2ry? och
oy T

0 2y 22 2 2
azr(l—r) = (r—i—T)(l r)—2rz°.

Genom att ligga ihop de tre termerna far vi divergensen:

V-F = (r+=)1-r%-2ra2?

) (1 =) -2y
52
+(r+ ?)(1 — ) —2rz?
2
{samla z* +¢y* + 2% till *} = (3r + T—)(l —r?)—2r?
T

= dr —6r° =2r(2 - 3r?).



: 4r — 6r3 Gauss sats ger nu

[[ paas
s

/ g / V - Fdadydz
/{/ 2r(2 — 3r*)dzdydz.

Integranden i trippelintegralen #r positiv precis da 2 — 372 > 0, dvs r < \/g .
Trippelintegralen dr maximal d&a den innehéller precis det omrade dér inte-
granden dr positiv. Saledes #r trippelintegralen maximal pa klotet 22 +52 422 <

%. Sa ytintegralen #r maximal pa den sfiriska ytan x2 + y? + 22 = %
Svar: // F-7 dS sr maximal da S #r sfiren maximal pa klotet 22 +y?+22 =
s
2
g .



