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Uppgift
Fjardegradsekvationert + 423 — 8z + 20 = 0 har reella koefficienter och de komplexa rotterna
forekommer darmed i konjugerade par.

1. Kontrollera att: = 1 + ¢ ar en rot till ekvationen. (1)

2. Anvand detta for att bestamma Ovriga rotter till akonen. (3)

L dsningsbrslag

1. Viberaknar forst potensernaav= 1+ och faratt:? = (1+4)(1+i) = 1+i+i+1i% = 2,
23 =2%.2=2i(1+1i) = -2+ 2iochz* = (2%)? = (20)? = 4i* = —4.

Vi kan nu kontrollera att = 1 + ¢ ar en rot genom
w 4w — 8w 420 = —4+4(—242i) —8(1+i) +20 = —4—8—84+20+i(8—8) = 0.
2. Eftersom de komplexa rotterna forekommer i kompleykgarade par maste aven=
1 — ¢ vara en rot och vi kan dra slutsatsen att
(z—1—-i)(z—1+0)=(2—-10 2 +1=2>—-22+2

ar en faktor i vansterledet av ekvationen. Vi kan med poiydivision fa fram den andra
faktorn som blir
22+ 62 + 10.

Vi fa fram resterande rotter med kvadratkomplettering

(243)2-9+10=0«<= (2 +3)’=-1l<=2+3=+i <= 2= -3+i.

Svar:

b) Ovriga rotter ary =1 — 4, 23 = —3 — i ochzy = —3 + 1.



Uppgift
Betrakta ekvationssystemet som pa matrisform ges av
-2+t 12-6t¢ 0

T 0
-3 7T—4t -1+t y|l =10
z 0
§—4t —12+6t 0
1. Visa att ekvationssystemet har en unik losningtante ar lika medi eller2. (2)
2. For vilka varden pa har ekvationssystemet en en-parametrig lésning? (2)

L 6dsningsbrslag

a) Det finns en unik 1dsning till ett homogent linjart ekieatssystem med kvadratisk koe-
ficientmatris om och endast om dess determinant ar skaah ifroll. Vi beraknar darfor
matrisens deteriminant och far

24t 12-6t 0
3 T—4t  —1+t :(—1)(15—1)‘

t—2 12—6t‘
8 —4t —12+6¢t 0

8§ —4t —12+6t
1 -6
— _ (4 _— _ 2
=—(t—-1)(t—-2) 46
=—(t—1)t—2)*(6—24)=23(t—1)(t —2)?
dar vi forst utvecklade determinanten efter tredje kakmoch sedan brot ut de gemen-

samma faktorerna— 2 fran bagge raderna. Determinanten ar darmed skitdrfdél precis
omt inte arl eller2, vilket skulle visas.

b) Det racker nu att se pa de tva fall da det inte finns udsking. For = 1 far vi ekvations-
systemet med totalmatris

-1 6 0]0 —7 1 —6 0/0 r 1 =6 0
=3 30]0 |~ |ro+3r|~[0 =15 0(0 |~]| -%r2|~|0 10
4 =6 00 Ty — 4ry 0 18 00 r3+ 81y 0 00

och det blir en en-parametrig l10sning eftersom det sakedande etta i precis en av ko-
lonnerna i vansterledet.

Fort = 2 far vi istallet

1
0 0 010 —372 1 % —% 0
-3 -1 1{0 |~ |~[0O0O0O 0]0
0O 0 010 r3 00 010

som ger en tva-parametrig losing eftersom det saknasttdetta i tva av kolonnerna.

QD
—

Svar:
b) Det finns en en-parametrig l6sning precis o 1.
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Uppgift

Dela upp vektorn3,2 — 1) i tre vinkelrata komposanter, av vilka den forsta ar palamed
(2,1,2) och den andra me@, 2, —1). 4)

L 6dsningsbrslag

For att fa reda pa komposanterna i riktningafal, 2) och (0,2, —1) anvander vi projektion
och far da att

. (3,2,-1)- (2,1,2) 6+2—2 2
P 2,—1) = 2,1,2) = ——(2,1,2) = =(2,1,2
ro.](2,1,2)(37 ) ) (271’2)<271’2) ( ) ) 4+1+4( » Ly ) 3( y Ly )
och
. (3,2,-1)- (0,2, —1) 04+4+1
P 3,2,—1) = 2,1,2) = ——(0,2,—-1) = (0,2, -1
10j02-1)(3,2, ~1) (0,2,—1)-(0,2,—1)(’ =021 02 D=02-1

For att fa reda pa den sista kompsanten kan vi subtrateligge forsta komposanterna fran
vektorn och far

5 2 4. 1

(3,2, 1) — 2(2, 12) = (0,2, -1) = (3, ~5,~3) = 55,2, ~4).

Vi kan kontrollera att de tre komposanterna verkligen akeirata mot varandra genom skalarprodukten:
%(2,1,2) (0,2,-1)=2(0+2-2) =0,
2(2,1,2) - £(5,—2,—4) = 2(10 —2 — 8) = 0,
(0,2,—1)-4(5,—2,—-4) = 3(0—4+4) = 0.

wino

Svar: De tre komposanterna 82, 1,2), (0,2, —1) och(5, =2, —4).

Uppgift
Bestam den linje i planet som i minsta-kvadratmening passar till punkterné—4, —2), (-3, —1),
(_170)’ (171)’ (373) (4)

L 6dsningsbrslag

Vi soker den linje vars ekvation kan skrivas= ax + b och som bast passar till de givnha punk-
terna. Om punkterna lag pa en linje skutlechb ges av losningarna till det linjara ekvationssy-
stemet

—4a +b = -2,
—3a +b = -1,
—la +b = 0,

a +b = 1,
3a +b = 3.

3



| och med att punkterna inte ligger pa en linje ar dettaeysinte losbart och vi soker darfor
en ldsning i minsta-kvadratmening, dvs dar skillnadetianesansterled och hogerled ar sa liten
som majligt sett som en vektoiii®> med den vanliga skalarprodukten.

For att finna den minsta-kvadratldsningen betraktar vimadekvationen, som just uttrycker
villkoret att skillnaden mellan vansterled och hogergedrtogonal mot det delrum som spanns
upp av alla mojliga vansterled. Vi far

-4 1 —2
(—4 -3 -1 13) :i’i (a)_(—4 -3 -1 1 3) _01
L1111 |\ L1 1 11)f
3 1 3

(530 -()

Med hjalp av Cramers regel kan vi invertera koefficientisatr och far losningen som

a\ (36 —4\ /21y 1 (5 4\ (21\ 1 (109
b/ \—-4 5 1) 164 \4 36 1) 164 \ 120
Linjen som bast passar till punktern ges darmeg av 139 + 2.

164

Svar: Linjen med ekvationy = %x + 30 passar bast till punkterna i minsta-kvadratmening.

Uppgift
Betrakta matrisen
2 =2 2
A=1|4 -5 4
3 —4 3

1. Avgor vilka tre av de sex vektorerra = (0,1,1),e; = (0,—1,1), e3 = (2,2,1), €4 =
(2,1,2),e5 = (1,1,0) ocheg = (—1,0,1) som ar egenvektorer till. (2)

2. Bestam en matri® sadan atP~! AP ar en diagonalmatris, exempelvis genom att anvanda
resultatet fran del a). (2)

L dsningsbrslag
a) Viborjar med att se hut verkar pa de sex vektorerna vid multiplikation till vagist

2 =2 2

0 2.0-2-1+2-1 0 0
Aey= |4 =5 4| |1]=|4-0-5-144-1| = |-1| =—1- |1
s 43|l 3-0—4-1+43-1 ~1 1



2 =2 2119 2.0-2-(-1)+2-1] [4
Aey= | 4 =5 4| |=1] =[4-0-5-(=1)+4-1]| = |9
s 4| L1 3.0—4-(—1)+3-1 7
2 =221 M.2-2.242.1 2 2
Aes= |4 -5 4| |2|=l4a.2-5.244.1| = [2| =1- |2
s 4 s |l [B2-42431 1 1
2 =220 2.29-9.14+92.92 6
Aes= |4 =5 4| |1l =1]4-2-5-144.2] = |11
3 43 L2 3.2-4.1+3-2 8
2 =221 2.1-2-14+2-0 0
Aes= |4 —5 4| |1|=]4-1-5-144.0| = |-1
s 45|l 3.1-4-1+3-0 1
27220191 [2(-1)-2.042-1] [0 1
Aeg= |4 -5 4]0 =l4-(-1)=5-044-1] = o] =0-| 0
s 4|l 3.(~1)—4-0+3-1 0 1

Darmed ser vi a¢, ar en egenvektor med egenvardg, e; ar en egenvektor med egenvarde
1 ochg ar en egenvektor med egenvatd@©vriga tre vektorer ar inte egenvektorer eftersom
Ae, inte ar parallell med, Ae, inte ar parallell med och Ae; inte ar parallell med.

b) Genom att anvanda de tre funna egenvektorerna som b&s far vi en diagonalmatris
for den avbildning som ges a¥ med avseende pa standardbasen. Vi far darmed att med

0 2 —1
P=11 2 0
11 1
sa diagonaliserad till
-1 0 0
P'AP=10 1 0
0 00
Svar:
a) e, e3 0cheg ar egenvektorer tilA.
0 2 -1 -1 0 0
b) MatrisenP = |1 2 0 | diagonaliseradtill | 0 1 0f.
11 1 0 00



Uppgift
Late = {el, €9, e3} vara en bas foR?. Létfl =e,fh=e —ey OChf3 =e; — 2e; + e3.
1. Visa attf = {f|, f,, f3} ocksa ar en bas fa@&?. (1)

2. Bestam transformationsmatriserna for overgandandiaserna ochf. (3)

L 6dsningsbrslag

a) Eftersom det ror sig om tre vektoreR? racker det att visa att de tre vektorerna r linjart
oberoende for att se att det ar en bas. Antag att det finnsttalchc sa atiaf; + bf, +cf; =
0. Vi far da att
ae; + b(e; —ey) +c(e; —2ey+e3) =0
dvs
(a+b+cleg — (b—c)es+ce3 =0
Eftersome ar en bas foR? innebar dettaatt +b+c = b—c = ¢ = 0, men eftersom = 0
innebarc — b = 0 attb = 0 och darmed innebar + b + ¢ = 0 atta = 0. Vi har kommit
framtillatta = b = ¢ = 0, vilket visar attf;, f;, f5 ar linjart oberoende och darmed en bas
for R3.

b) For att fa transformationsmatrisen fran baseill basenf behdver vi koordinaterna for
basvektorerna i basérmed avseende pa baserDetta ar precis vad vi har givet i uppgif-
ten i och med atf, —e;, fh = e; —es OChfg =e; — 2ey + es.

Darmed ar transformationsmatrisen

11 1
Jr=10 -1 —2
0 0 1

Transformationsmatrisen for det omvanda basbytet gesvavsen till denna matris och vi
kan invertera den genom Gauss-Jordanelimination som ger

1 1 1|1 00 " — T3
0O -1 -2/0 1 0 ~ —7’2—27”3
0O 0 1|0 01 T3
1 10/1 0 -1 r— Ty 1001
~( 0100 -1 =2 |~ T2 ~1010/0 -1 -2
00 1|0 0 1 T3 00 1|{]0 0 1

Svar:
b) Bada transformationsmatriserna ar

1 1
0 -1 -2
0O 0 1



