Modul 4:
Vektorer i R"och linjara avbildningar. Minsta kvadratmetod.

1. Tva linjira avbildningar 7T och S, av typen R2 — R2,

1 -1
ges enligt foljande: T(x,y) =(x+y,x—y) och [S]= [1 1)_

Bestdm matriserna for avbildningarna

1 1 .
3 T-S och 3 S-T samt tolka dessa geometriskt.

2. For en linjar avbildning 7 R2 — R2 giller att 7(2,~1) = (1,3) och
T(-1,1) =(1,1). Bestam matrisen [7T] for T.

) a b
Tips: Antag att [T] = [c d)'

, 2\ (1 1) (1
Los ekvationssystemet [T][—l) =[3), [T][ 1) =[1).

3. Lat T4: RZ2 > R3 vara multiplikation med matrisen A=

DN LW
T

a. Undersok om v =(1,1,0) tillhor bilden av R2 (dvs undersok om det finns
nagon vektor u 1 R2 siadan att TA(u) = v.

b. Undersék om v=(1,1,1) tillhor bilden av RZ.

c. Visa att varje punkt (x1, x2) avbildas pa en punkt (w1, w2, w3) som lig-
ger i planet wi —w2 + w3 =0.

d. Visa att varje punkt i planet w1 — w2 + w3 =0 &r bild av nagon punkt i
R2. (c och d tillsammans innebir att hela RZ2 avbildas pa hela planet
wl — w2+ w3 =0 eller, som man siger, planet ir bilden av RZ.)

e. Visa att T4 ar en—entydigt (dvs visa att om u # v sa ar TA(u) # TA(v).
Observera att det racker att visa att T4(uw) =0 = u=0.)

4.  Enavbildning T'R3 — R3 ges av
T(e,y,2) = (x + 2y + 2, xB + y + 2z, 2x + 3y + 32).
a. Bestam k sa att T blir en linjar avbildning.
For detta k—varde
b. Bestdm standardmatrisen [7].
c. Verifiera att 7(2,1,0) = (4,3,7).
d. Bestdm alla vektorer v, sadana att T(v) =(4,3,7).

e. Ange, som en slutsats av resultatet 1 d., vardet av det([7]).
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10.

f. Finns det nagon vektor v sadan att T(v) =(3,7,4)?

Lat TA: R3 —» R3 vara multiplikation med matrisen A. Undersék om T4 &r
inverterbar och om sa ar fallet bestam inversen till 7’4 da

111 111
a. A=3 2 1]. b. A=|3 2 1].
210 211

Undersok om vektorn (2,1,0,—1) tillhor virdeméangden av avbildningen
T-R3 — R4, dir Txy,z)=Q@Qx+y+z,x—y+2z,y—2z, x+2y+2).

Undersok sanningshalten 1 féljande pastaenden:

Fér varje linjar avbildning T R2 — R2 och for godtyckliga vektorer u och v i
R2 giller att
a. Om u och v &rortogonala sa ar ocksa T(u) och T(v) ortogonala.

b. Om u och v inte ar ortogonala sa ar heller inte T(x) och T(v) ortogo
nala.

c¢. Om u och v inte ar parallella sa ar heller inte T(x) och T(v) paral
lella.

d. Om u och v arparallella sa ar ocksa T(u) och T(v) parallella.

Lat T:R2 — R2 vara rotationen moturs med vinkel /4. Bestdm bilden av
a. punkten (2,4).
b. linjen y=2x.
ellipsen 9x2 + y2 =1.
d. hyperbeln 9x2 — y2 =1.

e. parabeln y=x2.

a. Visa att vektorn u =(1,2,3,4) ar en linjar kombination av vektorerna
v=(1,2,2,3) och w=(1,2,1,2). (Dvs. visa att det finns konstanter a och b
sadana att u=aqv + bw.)

b. Arvektorn w=(2,3,4,5) en linjar kombination av vektorerna v och w?

Avgor om foljande vektorer ar linjart oberoende eller ej:

a. (1,3,2,2), (1,0,-1,1), (1,1,0,0). (Vektorerna u, v, w ar linjart oberoende [
om likheten au + bv + cw =0 intraffar endast for a=b=c¢=0.)

(1,3,2,-2), (1,0,-1,1), (1,1,0,0).

(1,3,2), (2,1,1).

(1,3,2), (2,1,1), (3,4,3).

(1,3,2), (2,1,1), (3,4,2).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

f' (17372)7 (27171)7 (37472)7 (37473)'
Undersok om vektorerna c.—f. 1 uppgiften 10 bildar en basi R 3,

Fér en linjar avbildning 7 R2 — R2 giller att 7(1,1) = (3,7) och 7(2,1) =
(4,10). Bestam 71(1,2).

Fér en linjar avbildning 7 R2 — R2 giller att 7(1,1) = (7,3) och 7(2,1) =
(10,4). Bestam den vektor (vektorer) v for vilken 7(v) = (4,2).

Bestdm matrisen [7] fér den linjira avbildningen T R3 — RS for vilken att
T(ex) = (17372)7 T(ey) = (17271) och T(2717_]-) = (27774)

Ange en minstakvadratlosning till ekvationssystemet

x+ y= 2 xX—y =0

x—2y= 0 x+ z=1
a. . b.

2x— y=11 x+2y+3z=17

x— y=0 x+ y+2z=0

Ange ekvationen for den riata linje y = ax + b som i minstakvadratmening béast
anpassar till punkterna (-1,0), (0,1), (1,1) och (2,2)..

Svar:

0 _1) ar spegling m.a.p. x—axeln.

01

D= DN

) ar spegling m.a.p. linjen x=y.

T
A~ Do
ot w
~—

o
i
)
s
Z

&



10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

dv=@2-3tt+1,f). e. 0. f Nej.

a. Ejinverterbar.

b. Inverterbar och T_Al(x,y,z) =TA-1(xy2)=(@z—-x,x+y—2z,x—y+2).
Tillhér vardeméangden.

a. Logn! Om T &r projektionen pa x—axeln samt w =(1,1) och v=(1,-1), sa
ar u och v ortogonala, men T(u) och T(v) inte.

b. Logn! Om T ar projektionen pa x—axeln samt w=(1,1) och v=(0,1), sa
ar u och v inte ortogonala, medan 7T(u) och T(v) ar det.

c. Logn! Exempel i svaret till a visar att T(u) och T(v) kan vara parallella
dven om u och v inte ar det.

a b
d. Sant! Antag att [7] =[c d} och u=(x,y). Om v ar parallell med u sa

ar v = (tx,ty) for nagot tal ¢. Verifiera att T(v) = tT(u), dvs T(u) och T(v)
ar parallella.

a. (—\/5 , 3\/5 ). b. w2=-3w].
c. 5w% + 8wiw9 + 5w% =1. d. 4w% + 10wiw2 + 4w§ =1.
e. w% +2w1w2+w§ +\/§w1—\/§w2=0.
b. Nej.
a. linjart oberoende. b.  linjart beroende.
c. linjart oberoende. d. linjart beroende.
e. linjart oberoende. f. linjart beroende.
c. bildar inte en bas. d. Dbildar inte en bas.
e. bildar en bas. f. bildar inte en bas.
(5,11).
(0,1).

1 11

3 21

2 11

a. x=4, y=1.
b. tex x=1,y=2,2=0. (Allman minstakvadratlosning (1 —¢, 2 —t,f).)

3 .7 .5

=2 x4+ 42
Y=5 ¥ 10 T 10






