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(1) I var vanliga 3-dimensionella rymd (ON-system):

(

b) (1p) Bestim vinkeln mellan vektorerna [1 -1 1}T och [2 3 1]T

(¢) (1p) Bestam [1 2 3]" x[2 1 0]

(d) (1p) Bestdm det plan 7 som férutom origo innehaller punkterna (1,2, 3)
och (2,1,0).

(e) (1p) Bestédm parameterformen for en linje genom punkten (3,2,1) och
som &r parallell med planet 7 i foregaende uppgift.

(a) VT4

(b) Eftersom [1 —1 1]T~ 2 3 I]T = 0 ér vinkeln 7/2.

() [ 6 3]

(d) Normalvektorn till planet ges av [1 2 3] x[2 1 O]T =[-3 6 fS]T.

Ekvationen for planet kan skrivas som = — 2y + z = 0.
(e) Planet innehaller vektorn [1 2 3]T. En linje med onskad egenskap
ar

32 1]"+s-1 2 3", seRr

(2) (5p) Vilka av foljande fem pastdenden om matrisen

1 2 3 4 5
0 2 3 4 5
A=10 0 3 4 5
0 0 0 4 5
0 0 0 0 5

dr FALSKA? (Du behover inte motivera svaren.)

(a) A &r inverterbar.

(b) Om v € R® och Av = v sa éir v = 0.

(c) Den sistaradeni A2 &r [0 0 0 0 25].

(d) A kan transformeras till identitetsmatrisen med hjilp av elementéra

radoperationer.
(e) det(A) = 120.

Pastaende (b) ar falskt.

(3) (5p) Lat T : R® — R3 vara den ortogonala projektionen pa planet z+y+2z =
0.
(a) (2p) Bestdam en ON-bas for nollrummet, ker(T).
(b) (3p) Bestdm en ON-bas for bildrummet, range(T).

(a) Vektorn n = [1 1 1]T dr normalvektor till planet. Da ker(T) =
T
Span(n), ges en ON-bas av {% 11 1]}
1
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(b) range(T) spénns upp av 1 —1 O}T och [0 1 —1]T. Gram-Schmidt
T 1

geratt {J5-[1 =1 0]", & [1 1 —2]"}dren ON-bas.

(4) (5p) Lat V = P3 = Span(1,t,t2,t3) med skaldrprodukt
1
)= [ sttty
-1

och 1t W = Span(1,t,t?). Bestim den vektor w € W som minimerar
lw — 3. (Anmiirkning: kom ihdg att ||v]| = /(v,v).)

Med Gram-Schmidt far vi att {1,#,¢> — 1/3} #r en ortogonal bas for W.

Eftersom
w=Pyt®)=0-1+ (.t t+0-#?
(t,t)
och (t,t3) = f_ll ttdt = 2/5 samt (t,t) = f_ll t2dt = 2/3 ser vi att
w = §t
=t

(5) (5p) Givet den kvadratiska formen ¢ : R® — R definierad av

Ty
q(x) = 2:3% + 21’3 + 22913 + 2x§, z= x|,
T3

lat S = {x € R?: ¢(x) = 1}. Finn de vektorer 2 € S s& att ||z|| #r minimal.

Med
2 00
A=1|0 2 1
01 2
kan vi skriva ¢(z) = z' Az.
Vi noterar forst att pa(\) = (2—A)® — (2 — \) har rotterna A\ = 1, Ay =
2, A3 = 3. Enligt principalsaxelsatsen finns ett variabelbyte y = Px, dér
P = [m Vo ’Ug} Ar ortogonal, sa att

3
(@) = Ny}
=1

och
q(z) < As=|?

med likhet om och endast om z = s - v3 f6r s € R. Om ¢(z) = 1 far vi att
|z|?> > 1/3 med likhet om och endast om = = s - v3; eftersom |vs| = 1 far vi

dven s? = 1/3 om likhet giller.
For att hitta vg 16ser vi (A —3I)y = 0 och far da vs = :I:% 0 1 l]T.
. . | T
De sckta vektorerna ér alltsa z = +— 0 1 1]




(6)
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(5p) Lat A vara en 5 x 5 matris. Givet en startvektor vy € R® definerar vi
v1 = Avg, och mer generellt v,41 = Av,, for alla heltal n > 1. Vi séger att
stabilitet rader om sekvensen {|v,|}n>0 &r begrinsad oavsett vilken start-
vektor vg vi véljer. Kan stabilitet rada om trace(A) = 6 och det karakterista
polynomet p4(A) har fem distinkta rotter?

Nej. Lat Ay, . .., As vara rotterna till po(\). Eftersom trace(4) = S0, A;

i=1
6 maste |A;| > 1 for nagot j. Om vi later w; vara motsvarande egenvektor
och vy = w; ser vi att v, = A"vg = ATvg, och saledes att [v,| = [\;|"|vo| —
0.
DEL I1

OBS: Om du i denna del anvénder eller hanvisar till satser fran laroboken skall
dessa citeras, ej nodvéandigvis ordagrant, dér de anvénds i 16sningen.

(7)

Lat «, 8,7, d vara distinkta reella tal. Visa att matrisen

11 1 1
« 6
A=|d o kg
0[3 /83 ,.y3 63

ar inverterbar.

Det ricker att visa att AT dr inverterbar. Antag att ATz = 0 dir o =
[co ¢ Co 03]T. Om vi later p(t) = Zf:o cit? ser vi att

p(a) = p(B) = p(v) =p(8) =0
dvs att polynomet p(¢) har fyra distinkta rétter. Eftersom gradtalet av p(t)
dr hogst tre ser vi att p(t) maste vara nollpolynomet. Saledes ér ¢ = ¢ =
¢y = c3 = 0. Vi ser att © — ATz &r injektiv, och dirfér inverterbar.

Lat P vara en n x n matris med egenskapen att P? = P. Visa att P #r
diagonaliserbar.

Lat V = R™, Vi = ker(P) och Vo = ker(I — P). Givet v € V kan vi
skriva
v=Pv+ (I —Plv=uv;+1vy
dvs v1 = Pv och va = (I — P)v. Vi ser da att v; € ker(I — P) och att
vy € ker(P). Saledes kan godtycklig vektor v € V' skrivas som

VvV =v1 + Vg

med v; € V;. Om vi later by, ..., b vara bas for V4 och ¢, ..., ¢ vara bas for
Vs ser vi att by,...,bg,c1,...,c; spanner upp V. Genom att sléinga vektorer
som finns i holjet av de foregaende (om nédvindigt; “bas uppifran”) kan
vi bilda en bas di,...,d, for V med egenskapen att d; tillhoér antingen V;
eller V5. Saledes har vi hittat en bas av egenvektor till P och darfor ar P
diagonaliserbar.



