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Hjilpmedel: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.
DEL 1

Var och en av nedanstaende uppgifter svarar mot en kontrollskrivning. Godként
resultat pa en kontrollskrivning ger automatiskt full podng pa motsvarande
uppgift. Att 16sa en uppgift som man pa detta sitt redan har till godo ger inga
extra poang.

1. (3p) Bestam
1729 (mod 10) .

Losning: DA 17=107o0ch 7?=5-10—1=19 —1 sa

172011 =10 72011 =10 (72)1005 .7 =10 (_1)1005 .7 =10 (_1) .7 =10 3 ;

varur
SVAR: 3.

2. (3p) En klass med de 10 flickorna Fy, Fy, ..., F1p och de 10 pojkarna P,
Ps, ..., Py skall utse en grupp om sex klassrepresentanter med lika manga

pojkar som flickor. P& hur manga olika sdtt kan man sétta samman en
sadan grupp om pojken Pj3 deltar endast pa villkor att minst en av flickorna
F, och Fg blir med i gruppen. For full poang kravs att svaret ges i formen
av ett heltal.

Losning: Eftersom det skall vara tre pojkar och tre flickor i gruppen blir
totala antalet mojliga grupper, om Pj inte stéiller nagra krav, lika med

10\ (10 10-9-8 10-9-8
. = . =120 - 120 = 14400 .
(3) (3) 1.2.3 1-2-3 0120 00

Antalet otillatna grupper ar de dar P3 dr med men ingen av flickorna F}
eller Fg. Da skall man utse ytterligare tva pojkar féorutom P; samt tre
flickor bland de O6vriga atta flickorna. Antalet sitt detta gar pa &r

3/ 12 =36-56 =1 — 2016 .
(2) <3) T3 1.9.3 3056 =1680+336 = 2016

SVAR: 14400 — 2016 dvs 12384.



3. (3p) Bestam fyra cykliska delgrupper till gruppen G = (Z39, +).

Losning: Forutom G = (1) har vi t ex

4. (a)

0y = {0},
(15) = {15,0},
(10) = {10,20,0}

(2p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 95, e = 29. Dekryptera
meddelandet 3, dvs bestdm D(3).

Losning: Dan =5-19sam = (5 —1)(19 — 1) = 72. For den
dekrypterande nyckeln d géller att d - 29 =79 1. Vi bestdmmer nu d
med hjalp av Euklides algoritm:

72 = 2:29+14
29 = 2-14+1

sa
1=29-2-14=29-2(72—-2-29)=5-29—-2-72,

sa 29 -5 =79 1 och d = 5. Det dekrypterade meddelandet ges av
D(3) =35 (mod 95) som vi beriiknar nu:

D(3) =3° =813 =g5 (—14) - 3 =95 —42 =g5 53 .

SVAR: 53.

(1p) Vilka varden pa parametern n kan ett RSA-kryto ha om 45 <
n < 55.

Losning: n skall vara en produkt av tva olika primtal sa mojliga
drden pa n &r 46, 51 och 55.

5. (3p) Rita en komplett bipartit graf K, ,, med totalt 8 noder, dvs n+m =
8, som har en Eulerkrets men inte har nagon Hamiltoncykel.

Losning: Vi ritar den kompletta bipartita grafen Ks¢.

DEL II

6. (3p) Forklara varfor en graf, som har 30 noder med valens 1, 15 noder
med valens 2 och minst 30 noder med valens minst 3, maste ha minst en
cykel.

Losning: Vi bestammer forst antalet kanter i grafen med hjélp av sam-
bandet summan av nodernas valenser ir tva ganger antalet kanter. Antag



forst att antalet noder med valens minst tre &r precis 30 och att alla dessa
30 noder har valensen 3. Vi finner da att valenssumman &r

30-1+15-24+30-3=150=2-75.

En graf utan cykler &r en skog, dvs en graf bestaende av trad. Antalet
kanter i ett trdd ar ett mindre &n antalet noder, sa om grafen skulle besta
av enbart trad skulle antalet kanter vara farre &n antalet noder. Da antalet
noder ar

30+15+30="75,

dvs lika manga som antalet kanter, sa kan grafen alltsa inte enbart besta
av trad.

Nu betraktar vi de generella fallet med 30 + a noder av valens minst tre,
utover de noder som har valens 1 resp 2. Antalet noder blir da 75 + a och
antalet kanter blir, med standardbeteckningar

1 | ;
5;5@)25(30'1+15'2+(30+a)~3):75—&-5(1275—1—@,

och resonemanget ovan ger aterigen att grafen inte kan vara en skog.

. (3p) Bestdm antalet positiva hela tal som delar bade talet 2156 och talet
2548.

Losning: Den storsta gemensamma delaren D till tva tal n och m har
egenskapen att om talet d delar bade n och m sa géller att d delar D.
Givetvis galler ocksa att om d’ delar D sa delar d’ bade n och m.

Vi borjar med att bestdmma sgd (2156, 2548) med hjilp av Euklides algo-
ritm:

2548 = 2156 + 392
2156 = 5-392+ 196
392 = 2-196

Alltsa ar sgd(2156,2548) = 196, ett tal som vi nu latt faktoriserar:
196 =2-98=2-2-49=2-2-7-7.
Enligt aritmetikens fundamentalsats géller da att
d | 196 — d=27",

dar (a,b) € {0,1,2} x {0,1,2}. Denna direkta produkt av méngder in-
nehaller totalt nio element sa

SVAR: 9.



8.

()

(2p) Bestam antalet satt som elementen i mangden {1,2,3,4,5,6}
kan delas in i fyra icketomma delméngder sa att elementen 1 och 2
hamnar i olika delméngder. Svaret skall ges i formen av ett heltal.

Losning: De otillatna fordelningarna ar de déar 1 och 2 hamnar i
samma delméngd. Vi skall da fordela de fem elementen {{1, 2}, 3,4, 5,6}
i fyra icketomma delméngder vilket gar pa S(5,4) olika sitt. Totala
antalet satt att fordela de sex elementen i fyra icketomma delmangder
ar S(6,5). Sa svaret ges av uttrycket

S(6,4) — S(5,4) .

Stirlingtalen berdknas rekursivt enligt nedan:

5(6,4) = S(5,3) +45(5,4)

5(5,4) = S(4,3)+45(4,4) = S(4,3) + 4
S(5,3) = S(4,2)+3S(4,3)

5(4,3) = 5(3,2)+35(3,3) =3+3=06
5(4,2) = S(3,1)+25(3,2)=1+6=7

sa
S(5,3) =7+3-6 =25, S(5,4) = 6+4 =10, 5(6,4) = 25+4-10 = 65.

SVAR: 55.

(3p) Bestam antalet sitt som de 10 elementen i méngden {1,2,3,...,10}
kan delas in i fem icketomma delméngder sa att elementen 1, 2 och

3 hamnar i olika delméngder. Svaret far innehalla beteckningar och
symboler som presenterats i kursen.

Losning: Lat x beteckna det sokta antalet sidtt att fordela de 10
elementen i 5 icketomma delméngder sa att 1, 2 och 3 hamnar i olika
delméngder. Da kommer antal sétt att placera ut de 10 elementen i
de icketomma fem etiketterade delméngderna M;, Mo, M3, M4 och
My sa att elementet 1 hamnar i My, elementet 2 i Ms och elementet
3 hamnar i M3 att vara lika med x - 2!, eftersom det finns 2! sétt
att sétta etiketter pa de tva méngder som inte innehaller nagot av
elementen 1, 2 eller 3. Vi bestdmmer nu antalet satt att fordela
elementen i de 5 etiketterade delmingderna.

Lat X beteckna de fordelningar av de 10 elementen, i delméngder
med etiketterna My, Ms, ..., Ms, sadana att M, blir tom och Y
méngden av fordelningar dar My blir tom.

Niér vi lagt ut elementen 1, 2 och 3 aterstar 7 element att fordela i fem
etiketterde mingder vilket gar pa 57 olika sitt. Antalet fordelningar
i X och Y ar 47 och antalet fordelningar i X N'Y &r 37. Principen
om inklusion exklusion ger alltsa att

x-20=57-2.4"437,



DEL III

sa
SVAR: (57 —2-47 +37)/2.

Om du i denna del anvander eller hanvisar till satser fran ldroboken skall
dessa citeras, ej nodvandigvis ordagrant, dar de anvands i 16sningen.

9. Méngden av alla permutationer av elementen i méngden {1,2,3,4} bildar
pa sedvanligt sétt, dvs under operationen sammanséattning av permuta-
tioner, en grupp som vi betecknar med Sy.

(a)

(1p) Bestam en ickecyklisk delgrupp till Sy med fyra element.

Losning: Vi kombinerar permutationer av elementen 1 och 2 med
permutationer av elementen 3 och 4 och far da féljande delgrupp med
fyra element:

H=1id,(12),(34),(12)(34)}.

Eftersom inget element i gruppen har ordning 4 sa kan inte gruppen
vara cyklisk.

(2p) Visa att méngden av alla jimna permutationer i S bildar en
delgrupp till S4 och att denna delgrupp har 12 element.

Lo6sning: En permutation &r jAmn om den kan skrivas som en pro-
dukt av ett jamnt antal 2-cykler.

Vi konstaterar att en produkt av ett jamnt antal 2-cykler med en
produkt av ett jamnt antal 2-cykler bildar en produkt av ett jamnt
antal 2-cykler. Alltsa

(i) Méngden av jimna permutationer &r sluten under operationen
sammansattning av permutationer.

Eftersom associativitet géller generellt i Sy sa géller det ocksa speciellt
i varje delméngd till Sy. Alltsa

(ii) I méngden av jimna permutationer géller associativa raknelagen.
Da identiteten &dr en produkt av noll 2-cykler, (alternativt id. =
(12)(12)) sa

(iii) id. tillhér méngden av jamna permutationer.

Om inversen till en jamn permutation ¢ vore en udda permutation
skulle ¢ o ~! vara en produkt av ett udda antal 2-cykler, vilket
strider mot att id. &r en jamn permutation. Alltsa,

(iv) Om ¢ tillhér méngden av jaimna permutationer sa kommer ocksa
@~ 1 att tillhéra denna mingd.

Egenskaperna (i), (ii), (iii) och (iv) ger nu tillsammans att mangden
av jdmna permutationer bildar en grupp, som vi betecknar med Ay.
Lat By beteckna de udda permutationerna i Sy.



Lat « vara en fix udda permutation. Eftersom produkten av en jamn
permutation med en udda permutation adr en udda permutation sa
galler att + definierar en funktion

FZ.A4 — 84

genom tillordningen

Y=
Eftersom for varje udda permutation 1 géller att v~ '+ &r en jimn
permutation och

SRS

sa ar I' surjektiv. Da

W= = Y=,

sa ar I ocksa injektiv.

Funktionen I' ar saledes en bijektion fran A4 till B4 och vi kan alltsa
sluta att mangderna A4 och B, ar lika stora. Var och en av de 24
permutationerna i S4 dr antingen udda eller jamn, sa

|Ag| + |By| = 24, |Ag| = | By

vilket ger att
|Ay] =12

(2p) Bestam den minsta delgrupp till S4 som innehéaller permutation-
erna (12 3) och (34).

Losning: Vi betecknar den sokta delgruppen med H. Eftersom H
ar sluten m a p operationen i Sy sa géller att

(123)(34)=(1234)c H .

Nu vet vi att H innehaller element vars ordning &r tre och vars ord-
ning &ar fyra sa da maste, enligt Lagranges sats, 3 och 4 dela antalet
element i H, och antalet element i H maste dela antalet element i
Sy. Da |S4| = 24 sa antingen dr H = Sy eller sa har H 12 element.
(Om vi hade &gt kunskapen att A4 dr den enda delgruppen till Sy
med 12 element hade uppgiften nu varit 16st eftersom H innehéaller
(3 4) som ar udda, sa skulle inte H kuna vara lika med A4, den enda
delgruppen med 12 element.)

Lat K beteckna nedanstaende delgrupp till H:
K=(1234))={id.,(1234),(13)(24),(1432)}
och betrakta foljande tva sidoklasser till K i H:

(BAK ={(34),(124),(1423),(132)}



och
(123)K={(123),(1342),(243),(14)}.

Observera att sidoklasserna &r delméngder till H, sa totalt har vi nu
funnit 12 olika element i H, bland annat permutationen

v=(1342)c(123)KCH.

Men elementet 42 = (1 4)(2 3) i H finns inte med bland de ovan 12
redan uppraknade elementen fran H, alltsa maste H ha fler element
an 12. Enligt var tidigare diskussion har vi alltsa

SVAR: S,

10. Under kursen fick ni se hur en 1-felsrattande kod C kan konstrueras med
hjalp av en sa kallad kontrollmatris (parity check-matris) H, och dar C
ges av H enligt nedan:

(a)

c=(c1,62,...,0p) €C — HeT =07 .

(2p) Vilka egenskaper maste H ha for att en kod C, konstruerad
enligt ovanstaende recept, skall vara 2-felsrattande?

Loésning: Om coch ¢’ dr tva ord i C pa avstand d sa giller att antalet
ettor i ordet ¢ — ¢’ &r lika med d. Detta ger att for nollkolonnen 07
galler att

07 =07 —0f =H —HT =H(c - )T

dvs, nollkolonnen ar en summa av d stycken kolonner, de kolonner
som svara mot de koordinatpositioner i vilka ¢ och ¢ skiljer sig at.
Enligt kand sats géller att en kod &r e-felsrattande om kodens min-
imiavstand dr d = 2e + 1. Enligt resonemanget ovan géller for en
kod C, konstruerad med hjilp av en kontrollmatris H, att C' ar e-
felsrattande precis da ingen summa av farre dn 2e + 1 kolonner i H
blir nollkolonnen. Sa

SVAR: Ingen suma av en, tva, tre eller fyra kolonner blir nollkolon-
nen.

(1p) Vilka egenskaper maste H ha for att en kod C, konstruerad
enligt ovanstaende recept, skall vara e-felsrdttande?

Losning: Enligt 16sningen ovan far vi
SVAR: Ingen suma av en, tva, ..., 2e kolonner blir nollkolonnen.
(2p) Konstruera en 2-felsréittande kod med atta ord. (Antalet podng

du far beror bland annat pa ordlingden n. T ex kan du fa 1p for en
2-felsrittande kod med 8 ord och med ordléngden n = 15.)



Losning: Vi finner att nedanstaende matris H genererar, enligt re-
ceptet ovan, en 2-felsrdttande kod med 8 ord:

100 000 O0T1O01
01 000O0OO0OT1TO0F®O
001 0O0O0O0OT1T1T1
H=|(00 01 0 00110
00 001O0O0O0T1T1
00 0O0O0OT1O0O0T1F®O0
1000000100 1]

Namligen, antalet kolonner ar 10 och antalet rader ar 7, och da dessa
ar ”linjart oberoende”, si blir antalet ord i C' lika med 207 = 8.
Ingen summa av fyra, tre, tva eller en kolonn blir nollkolonnen. Alltsa
kommer koden att vara 2-felsrattande.



