Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning i Diskret Matematik for CINTE och CMETE, SF1610 och
5B1118, mandagen den 7 januari 2013, kl 14.00-19.00.

Examinator: Olof Heden
Hjalpmedel: Inga hjdlpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgranser: (Totalsumma poéng &r 36p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdomet
15 poéang totalt eller mer ger minst betyget
18 poang totalt eller mer ger minst betyget
22 poang totalt eller mer ger minst betyget
28 poang totalt eller mer ger minst betyget
32 poang totalt eller mer ger minst betyget

TPU:JOUHE

For godkéant resultat kravs ocksa minst 12p pa del I. Generellt géller att for full poang kréavs korrekta
och vél presenterade resonemang.

DEL I

Var och en av nedanstaende uppgifter svarar mot en kontrollskrivning. Godként resultat pa en
kontrollskrivning ger automatiskt full podng pa motsvarande uppgift. Att 16sa en uppgift som man pa
detta satt redan har till godo ger inga extra poéng.

1. (3p) Bestiim den minsta postiva resten vid division av 2944 med 157.

Losning. Vi observerar att talet 157 &r ett primtal p, vilket gor att vi kan anvinda Fermats lilla
sats, dvs om primtalet p inte delar talet a sd giller att a?~! = 1(mod p), vid vara berikningar
nedan:

9944 = . 9015648 — . (9157-1)698 — . 16956 =, 09.

Saledes har vara berdkningar gett att
294 = k. 157 + 99

for nagot heltal k. Eftersom dessutom 0 < 99 < 157 sa dr vart
SVAR: 99.
2. (3p) Tolv réda och elva grona, men for 6vrigt identiska, bollar skall ldggas i pasar som barnen A,

B, C och D skall fa. Hur manga mdgjliga férdelningar av bollarna finns om varje pase skall innehalla
minst en boll av varje farg. Svara med ett heltal.

Lésning. Placera forst en boll av vardera firgen i varje pase. Aterstar atta roda och sju grona
men for Ovrigt identiska bollar att placera ut i fyra olika lador, vilket kan ske pa respektive

8+4—1 T+4-1
4-1 ) 4-1

olika sétt. Dessa alla mojligher for respektive farg kan kombineras till ett
SVAR:

11\ /10 11-10-9 10-9-8
<3)<3>_ T 5.3 1.9.3 11'9:3-10:3-4=10-10-11-9-2=19800.



3. (3p) Betrakta gruppen G = (Z3,+) X (Z3,+) X (Z3,+) som bestar av alla 3-tipplar (x1, z2, x3), dir
x1,x9,x3 € (Z3,+) och dir operationen ar definierad genom komponentvis addition modulo 3, dvs

(z1,72,23) + (y1,92,¥3) = ((z1 + y1)(mod 3), (z2 + y2)(mod 3), (z3 + y3)(mod 3)).

(a) (1p) Bestam ordningen av elementet (1,2,0).

Losning. Identitets elementet i den givna gruppen &r (0,0,0). Vi testar
(1,2,0) # (0,0,0), (1,2,0)+(1,2,0) =(2,1,0), (1,2,0)+(1,2,0)+ (1,2,0) = (0,0,0)

sa
SVAR: Ordningen &r 3.
(b) (1p) Bestédm en icketrivial delgrupp till G.

Losning. Vi kan t ex ta den delgrupp som genereras av elementet (1,2,0) som
SVAR:
< (1,2,0) >={(1,2,0),(2,1,0),(0,0,0)} =< (2,1,0) > .

(c¢) (1p) Hur manga icketriviala delgrupper har G? (Ett korrekt svar utan motivering ger full
poéang.)

Losning. Gruppen G bestar av 27 element, vart och ett av dessa element, férutom identiteten,
har ordning 3 och genererar en icke trivial delgrupp med tre element, vilken genereras av tva
element av ordning 3. Det finns ocksa delgrupper med nio element. Eftersom inget element i
G har ordning 9 sa dr en sadan delgrupp en kombination av tva delgrupper med tre element
vardera.

Som sammanfattning far vi:

Antalet delgrupper med tre element dr lika med hélften av antal element av ordning 3, dvs
(27-1)/2 =13.

Antalet delgrupper med nio element &r lite mer komplicerat att berdkna. En sadan grupp H
har totalt (9 —1)/2 = 4 olika delgrupper H; och Hy med vardera tre element, och varje par av
sadana delgrupper till G bestdmmer en delgrupp H med nio element i G. Antalet delgrupper
med nio element blir da

13
(5)
~—=£ =13
6
eftersom det finns precis 6 par av delgrupper med tre element i en delgrupp med nio element.

SVAR: 26.

4. (3p) Bestam kontrollmatrisen till en 1-fels-riattande kod C' med |C| = 32 stycken ord av ldngd 9.
Néar du gjort detta far du 1 poang. Du far ytterligare 2 poédng om C ar sadan att ordet 111111111
inte finns med i koden C' men gar att réatta till ett ord i C.

Lésning. Om kontrollmatrisen H har nio kolonner och fyra rader sa blir |C| = 2°~% = 32. Matrisen
H multiplicerade med kolonnmatrisen bestaende av nio ettor skall inte bli lika med nollkolonnen,
men lika med en av matrisens kolonner for att ordet 111111111 skall kunna réttas. Vi ordnar detta
genom att lata summan av de sju forsta kolonnerna bli lika med nollkolonnen och summan av de
tva sista kolonnerna bli lika med kolonn nummer ett. Sa

SVAR:
000111100
H— 01 1001100
1 01 01 0 1 0 1
00 0 0 0 0011



5. (3p) Grafen G saknar multipla kanter och loopar (églor), antalet noder med valens (grad) tre &r
fler &n antalet noder med valens ett. Kan grafen G sakna cykler? (Ett svar utan motivering ger
inga poéng.)

Losning. Vi anvédnder att summan av nodernas valenser dr dubbelt sa stort som antalet kanter,

dvs
> 6v) =2|E|.

veV

Vi tar forst bort alla noder av valens 0, dvs isolerade noder. Lat V beteckna de noder som da finns
kvar. Lat V; beteckna méngden av noder med valensen i. Da géller, emedan 3|V5| > |V;| + 2|V3],
att

(o] o0 o0 o0
20E| = ilVi| = [Va| +2Va| + (IVA] + 2[Va]) + > i[Vi| = Y 2[Vi[ =2) |Vi| =2|V].

=1 =4 =1 i=1

Alltsa galler i den graf som aterstar nér noder med valens 0 plockats bort att antalet kaner ar minst
lika stort som antalet noder. En graf utan cykler ar en skog med minst ett trdd. Vare trad har fler
noder &n kanter. Saledes maste grafen ha minst en cykel.

DEL II

6. (4p) I en skola med fyra klasser med respektive 13, 14, 15 och 16 elever skall ett eleverad utses om
12 elever och med minst en elev fran varje klass. Pa hur manga olika sétt kan detta ske? Svaret far
innehalla uttryck som presenterats i kursen.

Losning. Lat A beteckna de urval av 12 elever, bland skolans totalt 58 elever, som inte innehaller
nagot barn fran klassen med 13 elever, B de urval som saknar elever fran klassen med 14 elever,
samt C' och D analogt. Vi far da att svaret ges av

58
(12> —|JAuBUCUD,|.

Vi anvénder principen om inklusion exklusion for att berdkna termen ovan. Om inget barn ur
klassen med 13 elever viljs, skall 12 barn bland de aterstaende 58 — 13 = 45 barnen véljas vilket

kan goras pa
58 — 13 45
12 12
olika séitt. Pa samma sétt far vi

44 43 42
|M—(u) |m—(u) |M—<u>
32 31 30
wom= (%) wna=(1). wami—(%)

30 28 29
poci- (0).enoi= (%), ol (%)
och

16 13 14 15
ANB = B D| = A D ANBND| = .
ansncl= (1), Bnenni=(33).  lanconi= (1), lansabi- (1))

(1)~ () (i) + () = (e
()= () () () + ()« ()~ (2) + (1)« ()= (2

SVAR:



7.

8.

(3p) Betrakta gruppen Spo av alla permutationer av elementen i méngden {1,2,...,12}. Undersok
om det finns permutationer ¢, v och 9 i S1o sadana att

et =" =% = (12)(34)(56)(7 8)(910)(11 12).

Losning. Varje 2-cykel é har ordning 2, och da géller for varje 2-cykel ¢ att
85 =626%6 =9

Alltsa om v = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8)(9 10)(11 12), som ju &r en produkt av disjunkta 2-cykler, sa
galler
7P == (12)(34)(56)(78)(910)(11 12).

Vis av erfarenheten av rikningar med permutationer har vi att om 1 ar en 12-cykel, s& kommer 1%
att ha ordning 2, ty (1/°)? = '? = id. Mer precist

(al as ... a12)6 = (CLl a7)(a2 (Ig) R (ag (112).
Enligt formeln ovan hittar vi den efterfragade permutationen 1, med a; = 1, ay = 2 etc:
Yv=(135791124681012).

Svarare med . Om ? &r en produkt av 2-cykler sa giller att (¢*)2 = id. Ordningen av elementet
@ blir da 8, varfér ¢ maste vara en produkt av enbart disjunkta 2-cykler, 4-cykler och 8-cykler.
Minst en 8-cykel maste finnas med i denna produkt for att ordningen skall bli 8.

Men 2-cykler och 4-cykler "upphdjda” till 4 blir identiteten, och en 8-cykel upphojt till 4 blir, i
analogi med formeln ovan for 12-cykler, en produkt av fyra stycken 2-cykler. Vi kan saledes €]
erhalla en produkt av sex stycken 2-cykler, eftersom sex inte &r en jamn multipel av fyra.

SVAR: Endast v och v finns, se ovan for dessa.

(a) (2p) Bestam Booleska funktioner f # 1 och g # 1 sadana att ekvationen f + x = g har precis
fyra olika l6sningar i en Boolesk algebra som du véljer sjilv.

Losning. Vi betraktar Booleska funktioner i tva variabler u och w. Later vi
f=9=w,

sa finns det precis fyra olika 16sningar x till den givna ekvationen

Det ar enkelt, t ex med hjalp av ett Karnaugh-diagram, att ¢vertyga sig om att inga andra
l6sningar finns.

SVAR: Se ovan.

(b) (2p) Kan en sadan ekvation, som den i foregaende uppgift, ha precis fem olika lésningar?
Motivera ditt svar.

Lo6sning. Antag att f, x och g ar funktioner i n Booleska variabler. Om den givna ekvationen
har minst en 16sning finns tre slag av punkter:
1. Punkter, som vi betecknar (x1,xa,...,x,), dar bade f och g antar virdet 1.
2. Punkter, som vi betecknar (y1,y2,...,¥yn), dir bade f och g antar véirdet 0.
3. Punkter, som vi betecknar (21, 22, ..., 2p), dar f antar virdet 0 men g antar vérdet 1.
Efersom f 4 z = g maste dels

x(z1,29,...,2n) =1

i alla punkter av kategorin 3 och dels

x(yhyQa"'ayn) =0



DEL III

i alla punkter av kategorin 2.

For punkter (z1,22,...,2,) i kategorin 1 kan den Booleska funktionen x antingen anta vérdet
0 eller viardet 1. Med m punkter i kategorin 1 finns da 2™ olika val av vérden till funktionen
x. Eftersom 5 inte &r nagon potens av 2 sa blir vart

SVAR: Nej.

Om du i denna del anvénder eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nédvandigvis
ordagrant, dar de anvénds i 16sningen.

9. Lat A vara ett alfabete med oéndligt manga men ett uppriakneligt antal bokstéver.

(a)

(2p) Visa att méngden av ord av ldngd tva som man kan bilda med hjélp av bokstaver fran
alfabetet A &r en upprakneligt odndlig méngd.

Losning. Foljer av 16sningen till uppgift (b) eftersom méngden av ord av lingd tva &r en
delméngd till méngden av alla ord av éndlig langd. I uppgift (b) visas att denna sistndmnda
méangd ar uppraknelig och oandlig.

(3p) Ar ocksé méngden av alla ord av &ndlig lingd, som man kan bilda med hjilp av bokstéver
i A, en upprékneligt odndlig méangd?

Losning. Vi gor forst ett induktionsbevis dar vi visar att méngden av ord av langd n, for
varje givet n, ar en uppriaknelig mangd.

Varje ord av langd n dr en sammansattning av ett ord a av langd n — 1 med en bokstav b till
ordet ab. Antag nu att orden av ldngd n — 1 kan rdknas upp

ai,az,as, ...
och att bokstdverna i alfabetet har en upprékning
b1, b9, b, ...

Vi kan da skapa en upprakning av orden av liangd n enligt f6ljande diagonalmonster, vilket
liknar upprakningen av de rationella talen:

arby, agbi,aibe, asbi,asbs, a;bs,
dvs vi raknar upp orden i indexsumma s ordning:
asflblv a572b27 (a3} albsfl'

Eftersom orden av ldngd 1 &r uppréakneliga, de utgér ju bokstéverna i alfabetet, sa foljer av
induktionsprincipen att alla ord av viss given langd n ar uppréakneliga.

Lat nu orden av ldngd n ha upprékningen

W1,n, W2,n, W3 ny---

Vi kan da som ovan fa en uppriakning av alla ord av éndlig lingd, ndmligen
wi,1, W2;1,W1,2, W371,W22,W13, W41,-...,W14, W5]1,-...

dér vi alltsa i tur och ordning rdknar upp de dndligt manga orden vars index summa &r lika
med s, for s =2,3,...:
Ws—1,1,Ws—-2,2y -+, W1 51
Sa
SVAR: Ja de utgor en uppréiknelig méngd.



10. (5p) I den bipartita grafen G med nodméngderna X och Y (s& det finns inga kanter mellan noder i
X och inga kanter mellan noder i Y) géller att méngderna X och Y &r &ndliga och lika stora. Lat
for varje delméngd A till X

R(A) = {y € Y | y granne till minst en nod i A}
och for varje delméngd B till Y
L(B) = {z € X | x granne till minst en nod i B}.

Visa att det finns en delméngd A till X med |R(A4)| < |A| om och endast om det finns minst en
delméngd B till Y sadan att |L(B)| < |B|.

Lo6sning. Vi anviander Halls brollopssats som séger att om och endast om |A| < |R(A)| for varje
delmdngd A till X sa finns en komplett matchning i den givna bipartita grafen

Om |B| < |L(B)| for alla delméngder B till Y finns, enligt Halls brollopssats, en matchning i
bipartita grafen dar varje Y-nod &r matchad med en X-nod. Eftersom antalet noder i X &r lika

med antalet noder i Y kommer da varje X-nod att vara matchad med en Y-nod. Da maste ocksa
|A| < |R(A)| for alla delméngder A till X.

Detta visar att om |R(A)| < |A] for nagon delmdngd A till X sa finns minst en delmdingd B till Y
sadan att |L(B)| < |B].

P& samma sétt, byt X mot Y och A mot B, visas att om |R(B)| < |B| for nagon delmdngd B till
Y sa finns minst en delmangd A till X sadan att |[L(A)| < |A].

Vi har nu visat pastaendet i uppgiften.



