Matematiska Institutionen

KTH

Losning uppgift 10 pa 6vningstenta, SF1610

1.

Vi visar att gruppen G &r cyklisk om G &r cyklisk. Antag G genereras av elementet
g och att |G| = n. Betrakta méngden

G1 x{e} ={(g1,¢) | g1 € G1},

dar e betecknar identiteten i Go. Det ar latt att kontrollera att denna mangd bildar
en delgrupp till G. Eftersom G gerereras av g, sa géller att

Gl X {e}:{ezgovg():gkoagl :gkla-“agt :gkt}a

dar vi kan anta att

O<k=ko<k <---<k<n. (1)
Vi dividerar nu k; med k och far da att
k’i = dzk‘ + T

diar 0 < r; < k. Men da Gy x {e} ar en delgrupp till G sa finner vi att
gigot e Gix{e} = ghighcG x{e} = g¢"ecG x{e}
vilket strider mot ekvation (1), savida inte r; = 0. Nu vet vi att samtliga exponenter
ko, k1, ...,k som upptrider i G; x {e} ar multipler av k. Lat
" = (g4, ¢) dér g0 € G1.
Lat ¢’ vara ett godtyckligt element i G;. Da finns en exponent k; sadan att
(g'se) = g™ = g"* = (¢")" = (9. ¢)" = (55", ).
Det godtyckligt valda elementet ¢’ i G1 ar da lika med potensen g{)d'i av gj. Darmed
ar Gp cyklisk, generarad av ¢(. Pa samma sétt visas att G ar cyklisk.
Vi visar att om och endast om antalet element i de cykliska grupperna G; = (g) och
G2 = (h) ar relativt prima sa dr G; x Gy cyklisk.

Antag ordningen av g &r n och ordningen av h ar m, och ddrmed |G1| = n och |G2| = m
(eftersom grupperna antages vara cykliska). Da géller att |G; X Ga| = nm.

For ett godtyckligt element (g, h7) i G1 x G giller att
(g, hIymemimm) — ((gmemmm)yi (pmemtm)i) — (ef,el) = (e, e).

Alla element i G; X G har alltsa en ordning som ar hogst lika med mgm(n, m). Da

( ) nm
mgm(n,m) = ——,
¢ sgd(n, m)

sa kan inte GG; X G5 vara cyklisk om n och m inte &r relativt prima, eftersom element
av ordning nm saknas i sa fall.

Vi visar nu att om n och m &r relativt prima sa har elementet (g,h) ordning nm i
G1 X G2. Antag ordningen av (g, h) dr s. Da géller att g° = e och h® = e eftersom
(9°,h®) = (e,e). Vi delar s med n och far

s=kn+r

dér 0 < r < n. Som i foregaende deluppgift kan vi da sluta att r maste vara lika med
0, dvs talen n delar talet s. Pa samma satt finner vi att m delar s. Harur foljer att
mgm(n,m) delar s. Da

(g’ h)mgm(n,m) _ (6, 6)

kan vi sluta att ordningen av (g, h) &r mgm(n, m), och saledes lika med nm om n och
m ar relativt prima. Elementet (g, h) genererar da G X Ga, eftersom denna grupp har
precis nm stycken element.



