KTH Matematik 3 p G/U bonus
Olof Heden
Efternamn fornamn pnr arskurs

Losning till kontrollskrivning 2B, 18 september 2012, 08.45-09.45,
i SF1610 Diskret matematik for CINTE och CMETE.

Inga hjalpmedel tillatna.
Minst 8 poang ger godkant.
Godkénd ks n medfér godkdnd uppgift n vid tentor till (men inte med) nésta
ordinarie tenta (hogst ett ar), n=1,...,5.

13-15 poang ger ett ytterligare bonuspoang till tentamen.
Uppgifterna 3)—5) kriaver vil motiverade lésningar for full poing.
Uppgifterna star inte siakert i svarighetsordning.
Spara alltid aterlamnade skrivningar till slutet av kursen!

Skriv dina losningar och svar pa samma blad som uppgifterna, anvind baksi-
dan om det behovs.

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

Kryssa for om pastaendena a)-f) &r sanna eller falska (eller avsta)!

a)
b)
¢)
d)
e)

f)

For alla hela tal k, med 0 < k < n, sa géller att
(n+k)! > n! + k.

Det finns positiva hela tal ny, ny eller n3 sadana att
multinomialkoefficienten (m o m) ar lika med 1.

Om k, n och n’ ar hela tal sadana att 1 < k <n <n/

sa galler alltid att (}) < (7;,)

For det sa kallade Stirlingtalet S(n,k) géller att
S(n,k) =S(n—1,k—1)+kS(n—1,k) om 2 < k < n.

Det finns naturliga tal n, m och k sadana att (Z) =ml.

P
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Primtalet p delar binomialkoefficienten (
heltal k sadant att 1 < k <p— 1.
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2a) (1p) Ange antalet sétt att ligga 11 identiska bollar i tre olika och etiket-
terade lador, lada 1, lada 2 och lada 3.

(Ett svar riacker och detta svar far innehalla beteckningar for kombinatoriska
storheter som presenterats under kursens gang.)

SVAR: (''}° 1) =78

b) (1p) En klass med 15 flickor och 16 pojkar skall utse ett klassrad bestaende
av 4 pojkar och 3 flickor. Hur manga olika klassrad kan man bilda?

(Ett svar riacker och detta svar far innehalla beteckningar for kombinatoriska
storheter som presenterats under kursens gang.)

SVAR: () - (%),

c) (1p) Vilket heltal ar lika med binomialkoefficienten Gg)
(Ett svar récker.)

SVAR: [(,,%,) = (i) =884 = 8.5.14 = 14 - 40 =]560.
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3) (3p) Bestdm antalet ord av ldngd 7 som man kan bilda med hjilp av
bokstaverna i ordet DELPROV och som inte innehaller nagot av delorden
ROV, LED resp DEL.

(Till exempel sa ar ordet PROVDEL inte ett tillatet ord, eftersom det till
exempel innehaler delordet ROV, men ordet ELDVORP ar tillatet. Observera
ocksa att var och en av de sju bokstaverna D, E, L, P, R, O och V skall finnas
med i varje ord.)

(Svaret, som skall motiveras, far innehalla beteckningar fér kombinatoriska
storheter som presenterats under kursens gang.)

Losning: Totalt finns 7! olika ord men vissa ord ar forbjudna. Méangden
av ord som innehaller delordet ROV betecknar vi med A, méngden ord som
innehaller delordet LED betecknar vi med B och méngden ord som innehaler
delordet DEL betcknar vi med C.

Svaret ges da, med hjilp av principen om inklusion exklusion, av

N—]JAUBUC| =

=7 —(JA|+|B|+|C))+(JANB|+|[ANC|+|BNC|) - |ANBNC|
Vi beraknar storleken av de ovan angivna méangderna.

|A| =7: Vi klistrar ihop R:et, O:et och V:et till en enda stor bokstavssam-
manséattning ROV. Da aterstar fyra bokstéaver som kan kombineras ihop med
”superbokstaven” ROV. Totalt finns da 5! olika ord i A.

Pa samma sétt berdknas att |B| = |C| = 5!

Inget ord innehaller bade delorden LED och DEL. Alltsa

|IBNC|=|ANnBNC|=0.

Men |ANB| = 3! eftersom denna méangd av ord bestar av de tre ”bokstaverna”
ROV, LED och P. Pa samma sétt |ANC| = 3.
Vi far

SVAR: 7' —3-5!+2- 3
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4) (3p) Tio olikfargade, men for &vrigt identiska, bollar skall placeras i en rad.
Hur manga olika rader kan man da skapa om tre av bollarna ar gula, tva ar
roda, fyra bollar ar vita och en boll ar svart.

(Svaret skall ges i formen av ett heltal.)

Lo6sning: Vi skall vélja bland 10 positioner at bollarna, tre av de tio posi-
tionerna till de gula bollarna, etc. Problemet ar ekvivalent med att dela in en
méangd med 10 element i fyra etiketterade delmangder med vardera 3, 2, 4 resp
1 element. Multinomialkoefficienten

10 B 10! ~10-9-8-7-6-5
(3,2,4,1>_2!.3!.1!-4!_ 2.6

ger da vart

= 10-9-4-7-5 = 200-63 = 12600

SVAR: 12600



poang
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5) (3p) En skolklass med nio pojkar och atta flickor skall delas in i tva (oetiket-
terade) grupper pa ett sadant sétt att varje grupp innehaller minst en pojke.
Pa hur manga olika satt kan detta ske?

(Svaret far innehalla beteckningar for kombinatoriska storheter som presen-
terats under kursens gang.)

Losning: Forst delar vi in pojkarna i tva icke-tomma delméngder vilket gar

pa S(9,2) olika sétt. Varje flicka far nu tva val, att vélja den ena gruppen eller

den andra gruppen. Totala antalet val for flickorna blir d& 28.
Multilikationsprincien ger nu

SVAR: S(9,2) - 28(= (28 — 1)28 = 216 — 28),



