Matematiska Institutionen

KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra, SF1604, den 12 juni 2012
k1 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjalpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.

Den som har b bonuspoéng fran lasaret 2011-2012 far anvdanda hogst fem av dessa
poang for att uppna maximalt 15 podng pa del I. Till podngsumman pa del IT och del T1I
adderas sedan det storsta av talen b — 5 och 0.

For full podng kréavs korrekta och vél presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma poéng ar 40p.)
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DEL I

poéng totalt eller mer ger minst omdémet
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget

3>UJQUFJ§

1. (ON-system) Punkterna P = (1,1,—1), @ = (2,1,3) och R = (0,3,2) ligger i ett
plan 7.

(a) (2p) Bestam ekvationen for planet 7.

Losning: Normal till planet ar vektorn n = PQ x PR. Vi finner att PQ) =
(1,0,4) och PR =(—1,2,3) sa

i =PQ x PR=(1,0,4) x (—1,2,3) = (-8, -7,2).
Planets ekvation blir da
—8(x—1)—T(y—1)+2(z+1)=0

dvs —8x — Ty + 2z = 17.

(b) (1p) Visa att varken punkten S = (1,1,1) eller punkten 7" = (3,3, 3) tillhor

planet .

Lésning: Vi substituerar koordinaternat till punkterna S och T' i planets ek-
vation och far da

—8-1-7-1+2-1=-13 resp —-8:-3—-7-3+2-3=-39.

Eftersom varken —13 eller —39 ar lika med 17 sa likker varken S eller T i
planet.



(¢) (2p) Avgor om punkterna S och T ligger pa samma sida eller pa olika sidor
om planet 7.

Losning: Vi undersoker var skidrningspunkten mellan linjen ¢ fran S till 7" och
planet 7 ligger. Linjens parameterform ar (x,y, z) = ¢(1, 1, 1). Skdrningspunktens
t-virde fas ur ekvationen

—8t =Tt +2t =17

varur t = —17/13. Punkterna pa linjestyckt mellan S och T har ¢-virden mellan
1 och 3, sa mellan S och T finns ingen punkt i planet. Alltsa ligger S och T
pa samma sida om planet.

2. Lat a och b beteckna reella tal och lat A och B beteckna nedanstaende matris

11 2 10
A=|1 2 a B=| 2 b
2 3 4 3 b

(a) (2p) Om a # 2 sa &r matrisekvationen AX = B losbar for varje varde pa talet
b. Forklara varfor.

Losning: Om a # 2 sa ar A:s determinant lika med

11 2 1 1 2
det(A)=[1 2 a|=|0 1 a—-2|=a—-2#0.
2 3 4 0 —1 0

Eftersom A d& &r inverterbar kan vi 1osa ut X till X = A~!B.

(b) (3p) Ange samtliga 1osningar till matrisekvationen AX = B om b = 0 och
a=2.

Losning: Vi ansétter
1 U
X=| 22 y2
T3 Ys

och har att 16sa tva linjdra ekvationssystem:

Ty + wy + 2wy = 1 yio + Y2 + 2y3 = 0
T + 2x9 + 213 = 2 yi + 2y + 2yz = 0
2271 + 31’2 + 4ZE3 = 3 2y1 + 3y2 + 4y3 =0

som vi loser pa sedvanligt sdtt med hjéalp av Gauss elimination till
(3317 L2, x3) = (07 17 0) + t(27 Oa _1) (yla Y2, yc}) = 5(27 07 _1)7
dér s och t kan véljas godtyckligt. Vi far

SVAR:
2t 2s
X = 1 0
—t —s

dér s och t kan véljas godtyckligt.

Losning:



3. Lat A och v beteckna matriserna

17 —12 1
A‘<24 —17) V‘<2>'
(a) (2p) Bestdm samtliga egenvérden och egenvektorer till matrisen A.

Losning: Vi loser karaktaristiska ekvationen:

=X =12 | o ) e
0=|""0, " 17y |= A7T=N)(=1T=A)+12:24 = N =17 412:24 = \* 1,
sa matrisens egenviarden ar A =1 och A = —1.

Egenvirden till A = 1 bestdmmes nedan:

(17— Nz — 12y =0 17—z — 12y =0
2r 4+ (17T—Ay = 0 2r + (“17T—-1)y = 0

dvs 4z — 3y = 0. Egenvektorer horande till egenvirdet A = 1 blir alltsa (x,y) =

t(3,4).
Egenvirden till A = —1 bestdmmes nedan:
(17— XNz — 12y =0 17+ D)z — 12y =0
24x + (-17=XNy = 0 24x + (-17+1)y = 0
dvs 3x — 2y = 0. Egenvektorer horande till egenvirdet A = —1 blir alltsa
(z,y) = £(2,3).

(b) (2p) Bestim A%v.
Losning: Vi skriver v som en linjarkombination av egenvektorerna (3,4) och

(2,3).
()=o) (3) - (52%)

som har 16sningen a = —1 och b = 2. Vi kan nu litt berikna A%v:

A99V:A99(—<i>+2<§>>:‘A99<i>+%99<§>:
:_uw(j>+2&n%(§)=—<Z>—2<§>:(:£>

(c) (1p) Bestim A0,

Lésning: Vektorerna (3,4) och (2,3) spinner upp R? och varje vektor v =
(x,y) kan da skrivas som en linjarkombination (z,y) = a(3,4) + b(2,3) av
dessa. Med inspiration fran ovan far vi da:

100y, _ A 100 3 2Ny _ A0 3 wo (2 _
ATv=A (a<4 +0b 5 ) =aA 4 +bA 5 | =

= a(1)' ( i > + b(—1)' ( ?) ) =V.

Matrisen A% multiplicerar saledes varje vektor v till vektorn v, varfér A0
maste vara identitetsmatrisen.



DEL II

4. (5p) (ON-system) Bestédm en ortogonalbas for nollrummet till matrisen

1111
012 1)
Utvidga sedan denna bas till en ortogonalbas for R°.

Losning: Vi bestammer forst nollrummet genom att, med hjilp av Gausselimina-
tion, 16sa ekvationssystemet

$1+I’2+I3+l’4:0
1‘2+2[E3+ZB4:0

vilket ju ar fardigreducerat sa losningen blir
(21, 29, x3,24) = s(1,—-2,1,0) + t(0,—1,0, 1).
Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod ger nu med e; = (0, —1,0,1) att

(1,-2,1,0) - (0,—1,0,1)
(0,—1,0,1) - (0, —1,0,1)

éy=(1,-2,1,0) — (0,-1,0,1) =

2
=(1,-2,1,0) = 5(0,-1,0,1) = (1,~1,1,~1).

Ortogonala komplementet till matrisens nollrum &r matrisens radrum. Det &r 2-
dimensionellt. En ortogonalbas for radrummet kommer da att tillsammans med en
ortogonalbas fér nollrummet att utgoéra en ortogonalbas for R2.

Vi bestdmmer nu en ortogonalbas for radrummet. Med é3 = (1,1, 1, 1) finner vi med
Gram-Schmidts metod

(17 17 17 1) : (07 17 2a 1)
1,1,1,1)-(1,1,1,1)

4
€y = (07 172a 1) - (17 17 17 1) = (Oa ]-)27 1) - 1(]—7 17 17 ]-)
dvs
é4 - (-1,0,1,0)

SVAR: Vektorerna (0,—1,0,1) och (1,—1,1,—1) tillsammans med (1,1,1,1) och
(_17 07 17 O)

5. (5p) Betrakta tretipplarna u = (1,2,1), v = (1,3,2) och w = (1,4, 4) i vektorrummt
R3. Om dessa tre vektorer har koordinaterna @ = (2,2,1)s, v = (1,3,1)5 och
w = (1,4,1)5 i en bas B fér R?, vad har da vektorn z = (3,2, 1) for koordinater i
basen B.

Losning: Transitionsmatrisen T som beskriver basbytet fran standardbasen till
bassystemet B uppfyller

1 2 1 1 1 1
T2 |=]2], T
1 1
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Detta kan sammanfattas i matrisekvationen

111 2 11
T| 2 3 4 |=]2 3 4
1 2 4 111
Vi soker
3
T| 2
1

Vi viljer att berdkna T och sedan gora berdkningen ovan. Sedvanlig berdkning av
invers (och matrismultiplikation) ger

-1

2 11 1 11 2 11 4 -2 1 o —2 1
T=1]12 3 4 2 3 4 =12 3 4 —4 3 =2 1=(0 1 0
1 11 1 2 4 1 11 1 -1 1 1 0 0O
Svaret ges nu av
3 5 =2 1 3 12
Tl 2 |[=(0 1 0 2 | = 2
1 1 0 0O 1 1

. (5p) Lat P beteckna det vektorrum som bestar av alla polynom med reella ko-
efficienter och med sedvanlig polynomaddition och multiplikation med skalér som
operationer. Lat D beteckna den linjira avbildning som ges av derivering, t ex sa
ar (D — I)p(t) = p/(t) — p(t). Beskriv, for varje naturligt tal n = 0,1,2,..., kiirna
och vérderum (bildrum) till den linjéra avbildningen D™(D — I) fran P till P.

Losning: (Vi anvéander beteckningen n! =1-2-3-...-n.) Eftersom D"(D —I) =
(D —1)D" sa ér den givna linjara avbildningen en sammanséttning av avbildningen
D — I med avbildningen D". Derivering av polynom ingar i forkunskapskraven och

vi vet att
gtk _ 0 om k<0,
Tl (n+Ek)/E-tE om k> 0.

Vi finner alltsa att polynom av grad mindre &n n avbildas pa nollpolynomet och
att polynom av grad n eller hogre avbildas pa polynom som inte &r nollpolynomet.
Alltsa

ker(D") = {ap + art + -+ +a, 1t" ' |a; € Rféri=0,1,...,n —1}.

Eftersom

for k=0,1,...sa a Im(D") = P.
Men

(D —I)(ag + art + -+ apt™) = —ag + (2ay — ay)t + -+ + (na, — ap_ )t" " — a,t"™.



Varur vi ser att kdrnan till D — I enbart bestar av nollpolynomt, samt att varje
polynom p(t) = by + byt + - - - + b,t™ &r bild under D — I av nagot polynom ¢(t), dvs

p(t) = (D = I)q(t)
déar
q(t) =ap+ait + -+ a,t" med a, =—b,, an_1 =na, —by_1,...
Sammansittningen av D — I med D" handlade det om, och da ker(D — I) enbart
bestar av nollpolynomet har vi
(D—-10)D"p(t)=0 = D"p(t)=0 = p(t) € ker(D").
Med liknande resonemang ser vi att Im((D — 1)D") = P.

SVAR:
Im(D"(D — 1)) = P

och

ker(D"(D—I)):{ao—i—alt—i—---—i—an,lt”*l | aiERférz'zo,l,...,n—l}

DEL III (Om du i denna del anvénder eller hianvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nédvéndigvis ordagrant, ddr de anvinds i 16sningen.)

7. Lat, for n = 1,2,3, ..., p.(2) beteckna polynomet p,(z) = 2" + 2"t + -+ + z + 1.

(a) (2p) Visa att samtliga nollstéllen till polynomen po(z) och ps(z) har beloppet
ett.

Losning: Se nedan

(b) (1p) Bestam antalet faktorer av grad 1 som uppstar vid en faktorisering av
polynomet p,(z) i irreducibla och reella forsta- och andragradsfaktorer.

Losning: Se nedan

(c) (2p) Antag att az? + bz + ¢, diir a, b och ¢ &r reella tal, delar polynomet p,(z).
Undersok om det finns nagot samband mellan talen a och c.

Losning: Vi konstaterar att
(z — Dpa(z) = 2" — 1.

Nollstéallena till p,(z) utgores alltsa, med ett undantag, av 16sningarna till ek-
vationen 2"*! = 1. Undantaget ir roten z = 1. Dessa losningar ligger ”jaimnt”
fordelade pa enhetscirkeln. Saledes alla losningar har beloppet 1. Vidare sa
kommer det bara att finnas tva reella rotter, z = 1 och z = —1. Vid en faktoris-
ering i rella faktorer av ett polynom med reellla faktorer paras ”konjugerade”
forstagradsfaktorer ihop, mer precist:

(z—a)(z—a) =2 - (a+a)z+aa = 2> — 2Re(a) + |a|* = 22 — 2Re(a) + 1.

Slutsatsen blir da att det kommer bara att finnas en faktor av grad 1, namligen
z — (—1), samt att for det efterfragade sambandet mellan a och ¢ att dessa tal
ar lika, eftersom de i ekvationen ovan bada &r lika med 1.



8. (5p) (ON-system) Bestam samtliga plan 7, som innehaller origo och &r parallellt
med vektorn (1,—1,0), och till vilka det finns en 3 x 3-matris S, sadan att S,
beskriver spegling i planet m och har ett matriselementet i rad ett och kolonn ett
som &r lika med s;; = 1/3, dvs,

1/3 * *
Sy = * ok ox |
* Kk x

dér x betecknar reella tal som du far ta reda pa sjalv.

Losning: Lat é; och e; vara en ON-bas for m och lat e5 vara en vektor av langd ett
vinkelrdt mot 7. Dessa tre vektorer utgér da en ON-bas fér rummet for vilken det
géller att
Se, =é,, Sey=éy, Sé3=—¢.

Speglingen S, som ju &r en linjar avbildning, avbildar da en ON-bas pa en ON-bas,
vilket ger att S representeras av en ortogonalmatris, samt har en ON-bas bestaende
av egenvektorer, vilket ger att den matris S som representerar S ar symmetrisk. Vi
fyller nu succesisvt i de saknande elmeneten i matrisen.

Att (1, —1,0) &r parallellt med 7 innebér att denna vektor speglas pa sig sjilv. Detta
tillsammans med symmetrin ger nu att

1/3 —2/3 «*
S=1| -2/3 * x|,
* x  x

eftersom det da och endast da géller dels att

1/3 —2/3 * 1 1
* * * —1 =1 %
* * * 0 *

och dels att matrisen S skulle kunna vara symmetrisk.

Att matrisen dr en ortogonalmatris, vars rader och kolonner har lidngd 1, ger da
tillsammans med symmetrin tva mojligehter for S:

1/3 —2/3 2/3 1/3 —2/3 —2/3
S=S,=| -2/3 « * eller S=8S,=[ —-2/3 « *
2/3 * * -2/3  x *

Aterigen (1, —1,0) speglas pa sig sjilv, och symmetrin ger nu att S &r lika med

1/3  —2/3 2/3 1/3  —2/3 —2/3
S=S,=| —2/3 1/3 2/3 | eller S=S,=| -2/3 1/3 —2/3
2/3  2/3  « —2/3 —2/3

Sluligen, eftersom raderna i S &r parvis ortogonala far vi nu att
1/3 —-2/3 2/3 1/3 —-2/3 —2/3

S=S,=| -2/3 1/3 2/3 | eller S=S,=| —2/3 1/3 -2/3
2/3  2/3 1/3 —2/3 —2/3 1/3



Planet 7 bestar av de vektorer som speglas pa sig sjdlva, dvs egenrumet hérande
till egenvérdet A = 1, dvs nollrummen till de respektive matriserna

—2/3 —2/3 2/3 —2/3 —2/3 —2/3
S, —I=| -2/3 —2/3 2/3 eller Sy—1=| —2/3 —2/3 —2/3
2/3  2/3 —2/3 —2/3 —2/3 —2/3

Matrisernas radrum har dimension 1, nollrummet &r radrummets ortogonala kom-
plement. Slutsatsen blir att det finns tva mojliga plan som uppfyller forutsédttningarna,
namligen l6sningarna till de béagge ekvationerna.

2 2 n 2 0 2 2 2 0
_— —_ — — = T —_ — —_ — —_ — =

Hyfsning av ekvationerna ger ekvationerna z+y—z = 0 resp z +y -+ 2 = 0. Aterstar
tt kontrolera att S; och Sy verkligen beskriver speglingar i dessa plan. Vi testar.

Multiplikation av planens normaler med respektive matris ger

1/3 —2/3 2/3 1 ~1

—2/3 1/3 2/3 1= -1

2/3  2/3 1/3 ~1 1
resp

1/3 —2/3 —2/3 1 ~1

—2/3 1/3 —2/3 1= -1

—2/3 —2/3 1/3 1 ~1

De bégge planen ar egenrum horande till egenvardet 1 till respektive matris, och
saledes avbildar de funna matriserna vektorer i respektive plan pa sig sjilva. (Alter-
nativt: Eftersom matriserna ar symmetriska och med egenrum horande till egenvéirdet
1 som har dimension 2, maste det finnas ett egenvérde skilt fran 1. Egenvérden till
ortogonalmatriser har beloppet 1, sa detta egenvéirde maste vara —1, och tillhérande
respektive egenvektorer maste vara ortogonala mot de bégge funna planen. Matriser-
na speglar alltsa respektive normal till planen. Man kan ocksa alternativt konstatera
att matrisernas determinanter dr lika med —1, varur det ”"tredje” egenvardet maste
vara lika med —1, etc)



