Matematiska Institutionen, KTH

Losning till tentamensskrivning i Linjir algebra komplettering, SF1605, den 5 juni 2010, k1 09.00-
14.00.

Examinator: Olof Heden.
Hjilpmedel: Inga hjdlpmedel ir tillatna pa tentamensskrivningen.

Betygsgrinser: (Totalsumma poéng ér 15p.)
5 poéng totalt eller mer ger minst omddmet
6 poidng totalt eller mer ger minst betyget
8 poing totalt eller mer ger minst betyget
10 poing totalt eller mer ger minst betyget
12 poing totalt eller mer ger minst betyget
14 poing totalt eller mer ger minst betyget
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Generellt giller att for full poidng krédvs korrekta och vil presenterade resonemang.
Problem:
1. (3p) Betrakta vektorrummet R°. Visa att vektorerna a; = (1,1,2,1,0), as = (0,1,1,2,—1) och

as = (1,0,2,—1, 1) &r linjért oberoende samt bestdm sedan vektorer a4 och a5 sé att de tillsammans
med de tre givna vektorerna bildar en bas for R®.

Losning: Vi placerar de givna vektorerna som kolonner i en matris, samt tillfogar de fem vektorena
i stadardbasen:

1 0 110 0 00
1 1 001 00O
2 1 2 00100
1 2 -1 0 00 10
0 -1 10 0 0 01

Vi utfor sedan elementira radoperationer for att fa matrisen pa en radkanonisk form:

1 0 1 1 0 00O 10 1 1 00 O0O0
0o 1 -1 -1 10 00 01 -1 -1 1 0 0 0
0 1 0 -2010O0(|~|00 1 -1 -1 1 0 0|~
0 2 -2 -1 0 0 10 00 0 1 -2 010
0 -1 1 00001 0 0 0 -1 1 0 0 1
10 1 1 00 O0O0
01 -1 -1 10 0 0
~100 1 -1 -1 1 0 O
00 0 1 -2010
00 0 0 -1011

varur framgar att de forsta fem kolonnerna i matrisen r linjért oberoende, och da giller detta ocksa
for orginalmatrisen. S&

SVAR: De tre givna kompletterade med (1, 0,0, 0,0) och (0,1,0,0,0).
2. (3p) Bestdm samtliga reella tal a, b, ¢, d och e som gor nedanstaende matris till en ortogonalmatris:

1/vV2 1/V2 a
1/V/6 —1/v6 b

c d e



Losning: En matris 4r en ortogonalmatris om kolonnerna, resp raderna, utgér en ON-bas. Utnyttjar
vi att lingder av kolonner och rader skall vara 1, far vi omedelbart

a=0, b==%+2/3, c==++/1/3, d==++1/3, e==+1/3.

Nu maste plus och minustecken anpassas sa att kolonnerna, resp raderna blir vinkelrita mot varand-
ra, dvs deras respektive inbordes skaldra produkter skall vara lika med noll. Vi finner da féljande
mdojligheter

(aabacv d, 6) = (0’ \/%v 1/37 \/mv \/m
(a,b,c,d,e) = (0, \/%a 7\/1/737 1/3,y/1/3)
(a7 b,c,d, e) = (07 —\/ﬁ» \/m7 \/mv \/W)
(a,b,c,dye) = (0,—+/2/3,—/1/3,1/1/3,—+/1/3)

3. (3p) Visa med hjilp av ett induktionsbevis att talen i talfsljden a,, = 4"+2(—2)" forn =0, 1,2, ...,
satisfierar rekursionsekvationen

Ay = 20p_1 + 8ap_o n=23,...,

med ag = 3 och a; = 0.

Losning: Den givna 16sningen satisfierar begynnelsevérdena i rekursionsekvationen eftersom
4942(-2)%=3 och 4'+2(-2)'=0.
Antag nu att for en 16sning a,, till rekursionsekvationen vi har visat att for alla k& < n sa géller

ar = 4% 4 2(—2)*. Vi visar att da giller denna formel ocksa for en 16sning nir k = n + 1.

Vi finner att
Any1 = 2, + 8,1 = 2(4" +2(~2)") + 8(4" 1 +2(-2)"1) =16 - 4" 4 8(—2)" !
som ju kan omformas till
Ung1 = 4" 4 2(=2)(=2)(=2)" 1 =4t L o(—2)nHL

Sé under det givna induktionsantagandet giller formeln nir & = n + 1.

Enligt induktionsprincipen géller nu formeln for alla naturliga tal n.
4. Matriserna i denna uppgift ar samtliga kvadratiska n x n-matriser.

(a) (2p) Visa att om matrisen B har full rang, dvs rangen for matrisen B dr n, sa giller for varje
annan matris A att matriserna AB och BA har samma rang.

Losning Nollrummet till matrisen AB bestar av de vektorer Z i R™ sidana att Bz tillhor
nollrummet till matrisen A. Om B har full rang kommer nollrummet till AB da att ha samma
dimension som nollrummet till matrisen A. Enligt dimensionssatsen sa har dd matriserna A
och AB att ha samma rang.

Kolonnrummet till matrisen BA bestir av vektorerna By dir ¢ tillhor kolonnrummet till
matrisen A. Eftersom B har full rang, och inte ”sldcker ut nagra dimensioner” kommer dimen-
sionen av kolonnrummet till matrisen BA att vara lika med dimensionen hos kolonnrummet
till matrisen A. Enligt dimensionssatsen har da matriserna BA och A samma rang.

Eftersom tydligen matriserna BA och AB har samma rang som matrisen A maste alla dessa
ranger vara lika.



(b) (1p) Bestdm tva 3 x 3-matriser A och B siddana att matriserna AB och BA har olika rang.

Losning Lat

1 0 0 0 0 O
B= 01 0 , A= 1 0 0
0 0 O 01 0
Da giller
1 0 0 0 0 O 0 0 O
BA = 0 1 0 1 0 0 = 1 0 0
0 0 01 0 0 0
som har rang 1, och
0 0 O 1 0 0 0 0 O
AB = 1 0 0 01 0 = 1 0 0
0 1 0 0 0 O 01 0

som har rangen 2.

5. (3p) Med hjilp av kunskaper fran gymnasiets kurser Matematik A, B, C och D samt de verktyg du
har fatt med dig fran kursen i Linjdr algebra, skall du bestimma de reella tal @ och b som gor virdet
av integralen nedan s litet som mojligt:

1
/ (t3 — a — bt)%dt .
0

Losning: Vi betraktar vektorrummet av funktioner kontinuerliga pa intervallet O till 1, med den inre
produkten

1
= dt .
<flg> /O f(t)g(t)dt
Med .
P =< | f>= / f(0)2de |
0

har vi alltsa till uppgift att bestimma a och b sd att ||t3 — (a + bt)|| blir sd liten som méjligt, vilket
intréffar nir a + bt dr projektionen av ¢2 pa L = span{ 1, }. Vi soker alltsd denna projektion.

Betsammer forst en ortogonalbas for L. Later vi € = 1 och
<t[1>_  [lt-1dt 1/2 1

és =t — Proj, (1) =t — 1=t 1=t 12— 2
“ oje, (1) <1)1> 1 1de 1 2

Nu har vi en ortogonalbas for L och finner enligt kind formel

<Ble > <Ble>_ [i3-1dt Jo 3 (t—1/2)dt
e &

Proj, (3) = ——— — :
1) <ela> ' <éla> foll-ldt fol(t—1/2)-(t—1/2)dt

(t—=1/2)

Vanlig integration av polynom ger nu

VA, 15178 (t71/2):l+g(t71/2):£+2t.

Proj, (t*) = —
rojo(t) = 1/3—1/4+1/4 4740 80 " 40

SVAR: a = 11/80 och b = 9/40.



