Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra évningar infor lappskrivning nummer 3 pa kursen Linjir algebra
for D, vt 11.

1. Undersok om vektorn (1,2,1,2) tillhor

span{(1,2,3,4),(1,0,1,—1),(2,1,1,0)}.

Losning: Vi underscker om det finns tal x1, x5 och x3 sdidana att
501(17 27 37 4) + IQ(la 07 17 71) + 1'3(2, 17 17 O) = (15 27 17 2)

Detta ger ett ekvationssystem som pa tablaform kan skrivas och l6sas enligt nedan.

1 1 21 11 21 1 1 2 1

2 0 1|2 2 0 112 2 0 1 2

3 1 1)1 2 0 —-110 4 0 0 2 |’

4 -1 02 5 0 213 1 0 0]—1
vilket ju inte &r mojligt eftersom x1 = —1 och 4xy = 2 &r en orimlighet.

Svar: Den givan vektorn tillhor inte det givna linjara holjet.
2. Visa att vektorerna (1,1,1,1), (1,1,-1,-1), (1,—1,1,—1) och (1,—1,—1,1) bildar en bas

for R* och bestiim sedan koordinmaterna for vektorn (1,2,3,4) i denna bas.

Losning: De ér en bas om den determinant som har de givna vektorerna som kolonner &r

skild ifran noll. Vi far

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 -1 -1 0 0 -2 -2 0 0 -2 -2 0 0 —4 0
1 -1 1 1| [0 -2 0 -2 |0 -2 0 —2| |0 -2 0 —2| —16#0
1 -1 -1 1 0 -2 =2 0 0 0 -2 2 0 0 -2 2

Nu aterstar att l6sa systemet
2131(1, 13 1; 1) + x2(1a 17 717 71) + £E3(1, 717 17 71) + I4(1a 717 71) 1) = (17 23 3; 4)

Detta system har tablan

1 1 1 1|1 11 1 11 1 1 1 11
1 1 -1 1|2 ] [0 o -2 —2{1 | |0 0 -2 —2/1|_
1 -1 1 13| lo -2 o —2(2]"]0 -2 o0 -2|2 ]|~
1 -1 -1 1|4 0 -2 -2 0]3 0 0 -2 21

1 1 1 1|1

0 0 —4 0|2

0 -2 0 —22

0 0 -2 2|1

Man far att x5 = —1/2, 4 =0, x5 = —1 och x; = 5/2.



3. Bestdm baser for kolonnrummet, radrummet och nollrummet till nedanstaende matris:

1 1 2 1 2
A= 2 1 3 -1 -2
-1 -1 2 ) 0

Ange ocksa matrisens rang.

Losning: Enligt den géingse algoritmen utfor vi elementéra radoperationer pa matrisen:

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
2 13 -1 -2|~]0 -1 -1 -3 —6
-1 -1 2 ) 0 0 0 4 6 2

De tre raderna i sluttablan bildar en bas for A:s radrum. I sluttablan &r de tre forsta
kolonnerna linjirt oberoende och bildar en bas fér kolonnrummet. Motsvarande kolonner i
A bildar da en bas for A:s kolonnrum. En bas for givna kolonnrummet &r alltsa (1,2, —1)7,
(1,1,-1)T och (2,3,2)7.

For nollrummet 16ser vi systemet AZT = 07 med hjélp av Gausselimination

1 1 2 1 210 1 1 2 1 210
2 1 3 -1 -2|{0|~]0 -1 -1 -3 —6/|0
-1 -1 2 5 00 0 0 4 6 210
Sétt x4 =t och x5 = s och vi far x5 = —%t - %s,
= 3 6xs = St-‘r L 3t — 65 = 3t 1
Ty = —23 = 3x5 — bw5 = 3 55 §=—3 5 5
och
3 11 3 1 5 9
— my 2%y —wy — 2T = ot 85— 22—t — —§) —t— 25 = ot + os.
1 T T3 — T4 — 20 2t+ 5 5 ( 2t 25) t—2s 2t+ 55
Alltsa
( ) (5t+ 9 3t 11 3t 1 )
T1,%9,T3,%4,2T5) = (=t + =5, ——t — —8, ——t — =5,t,8) =
1,42,43,44,45 2 2 ) 2 2 ) 2 2 3 Uy
5 3 3 9 11 1
t(§7_§7_§u170)+s(§7_?7_§7071)‘
En bas fér nollrummet ar alltsa (2,—32,-32,1,0) och (3,—4,—1,0,1). Matrisens rang &r

lika med tre eftersom sluttablan, pa trappstegsform, innehaller precis tre icke nollrader.

4. Undersok om det finns nagra virden pa talet a for vilka de fyra vektorerna (1,2,1,3),
(1,0,—1,2), (1,1,1,1) och (2, a,a,2a) blir linjirt oberoende i R*.

Losning: Vektorerna &r linjart beroende precis da

1 11 2| ]2 02 2+a > 2 244
2 01 a|l |2 01 a 540
0= = =-1(-1)**2 1 o |=
1 —1 1 al |1 -1 1 a s 3 4
3 21 2| |5 0 3 4a “
-2 0 2—a
21 a |=| 2 27 s (2—a)=2-3a
1
-1 0 a

Nér a # % ar vektorerna linjéart oberoende.




5. Bestdm dimension och ange en bas fér det minsta delrum till R® som inneh&ller vektorerna
(1,2,1,2,1), (3,2,1,1,3), (—1,—1,2,1,1) och (3,3,4,4,5).

Losning: Linjira holjet av dessa vektorer dr lika med det minsta delrum som innehaller
dessa vektorer. Vi ldgger in vektorerna som rader i en matris. Sen utfor vi elementéra rado-
perationer pa matrisen tills den kommer pa sa kallad trappsetgsform. Raderna som #r skilda
fran noll bildar da en bas och dimensionen é&r lika med antale icke nollrader.

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
3 2 1 1 3 N 0 -4 -2 -5 0 N 0 1 3 3 2 N
-1 -1 2 1 1 o 1 3 3 2 0 -4 -2 -5 0
3 3 4 4 5 0 -3 1 -2 2 0 -3 1 -2 2
1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
01 332 (01 332
0 0 10 7 8 0 0 10 7 8
0 0 10 7 8 00 0 00
Svar: Dimensionen blir 3 och en bas till exempel (1,2, 1,2, 1), (0,1, 3,3,2) och (0,0, 10,7, 8).

6. Visa att de vektorer (z1, 2,23, 24) i R* som satisfierar ekvationen
$1+2I2+1‘372$4:0
bildar ett delrum L; till R*. Bestim en bas for detta delrum och ange dess dimension.
Losning: De vektorer som satisfierar den givna ekvationen &r l16sningsrummet till det ho-

mogena systemet
T+ 2x9 + 13 — 2204 =0

och alla 16sningsrum till homogena system &r delrum till R*. Vi kan viilja 2o = t, x3 = s och
x4 = u godtyckligt och far da att

r1 = 721‘2 71’3+21174 = =2t — s+ 2u.
Alltsa blir de sokta vektorerna (z1,xa, 23, x4) precis foljande
(z1,22,23,24) = (=2t — s + 2u, t,s,u) = t(—2,1,0,0) + s(—1,0,1,0) + ¢(2,0,0, 1)

Vektorerna (—2,1,0,0), (—1,0,1,0) och (2,0,0,1) &r linjirt oberoende och spénner upp
16sningsrummet. Dimensionen blir alltsa 3.

7. Lat Lo vara det delrum till R* som bestar av de vektorer (x1, s, 73, 24) sddana att
1 +x9+2x3—24=0.
Lat Ly vara som i foregaende uppgift. Da géller att de vektorer som tillhér bade Ly och Lo

bildar ett delrum till R*. Bestdm dimension och en bas fér detta delrum.

Lésning: Att (21, 2, 3, x4) tillhor bigge rummen innebér att bade x1 + 2x9 + x5 — 224 = 0
och 1 + 22 + 3 — ©4 = 0 skall gélla. Detta ger ett homogent ekvationssystem. De sokta
vektorerna (x1, xa, 23, r4) utgores av 16sningarna till ett homogent system och dr ddrmed ett
delrum till R*. Loses detta system med Gausselemination far vi

(3317])2,3)3, .734) = t(07 1707 1) + 8(13 07 _L O)

Dimensionen blir tva och som bas kan vi t ex viilja (0,1,0,1) och (1,0,—1,0)



8. Visa att de tre vektorerna e; = (1,2,—2,1), é; = (2,1,3,1) och e3 = (1,3,4,1) ér linjirt
oberoende i R* och komplettera sedan med en vektor &, s& att &;, &, €3 och &, bildar en
bas for R*.

Losning: Sitter upp en tabla med dessa vektorer som kolonner och kompletterar sedan med
standardbasen som kolonner. Nu har vi garanterat ett kolonnrum som har dimension fyra:

121 1 000
21 3 0100
-2 3 4 0 0 10
1110 0 0 1
Elementéra radoperationer ger nu
1 21 1 000 1 2 1 1 0 00 1 2 1 1 00
2130100} 031 -2100] [0-10-1200
-2 3 4 0 0 10 0 76 2 010 0 -3 1 -2 10
1110 0 0 1 0 -1 0 -1 0 0 1 0 7 6 2 01
1 2 1 1 00 O 1 2 1 1 0 0 0
0 -1 0 -1 0 0 1 0 -1 0 -1 0 0 1
0 01 11 0 -3 0 01 1 1 0 -3
0 0 6 -5 0 1 7 o 00 —-11 -6 1 25

De fyra forsta kolonnerna i sluttablan &r linjart oberoende. Da kommer de fyra forsta kolon-
nerna i starttablan att vara linjirt oberoende. Eftersom de ar fyra kommer de att spdnna
upp hela R* och diirmed vara en bas for R?.

Svar: & = (1,2,-2,1), & = (2,1,3,1), &5 = (1,3,4,1) och &4 = (1,0,0,0).

9. Bestam snittet mellan de bégge linjéra holjena V; och V5 nedan, dvs bestam samtliga vektorer
som tillhor bade V7 och Va:

Vi =span{(1,2,3,2,1),(2,1,
Vo =span{(2,1,3,1,1),(0,2,

Lésning: Vektorn (x1,...,x5) tillhér Vi precis da
(21,9, 23,24, w5) =1(1,2,3,2,1) + 5(2,1,0,1,—1) + «(0,1,1,1,1)

for nagra tal s,t,u. Dvs precis da ekvationssystemet med tablan

1 2 0|z

2 1 1]

2 1 1| x4

1 -1 1|5

ar losbart. Gausselimination ger

1 2 0 T 1 2 0 T1
0 =3 1| zo—2x¢ 0 -3 1 To — 221
0 —6 1|x3—31 ~ 0 0 —1|x3—20+ 21
0 -3 1 $4—2$1 0 0 0 Ty — T2
0 -3 1| z5—x1 0 O 0 | x5 —x9+ 21

Saledes giller att (1,2, 23,24, x5) tillhér V; precis da x4 — 22 = 0 och x5 — o + 21 = 0.

SO = O



Liknande rékningar ger att en vektor (z1, z9, z3, 24, x5) tillhoér Vo precis da bzy — 4ao + x5 —
2x1 = 0 och 4z4 — 3z + x5 — 1 = 0, men OBSERVERA andra steg i Gausseliminationen
ger andra ekvationer, sa man kan fa ratt svar fast med olika ekvationer.

En vektor (z1,xa, 3, x4, 5) tillhor bade Vi och Vo om f6ljande system satisfieras av vektorn

Ty — X2 =

T5 — T2 + 21 =
Bxy — 4xo + x3 — 221
4ry —3x9 + x5 — 1 =

OO OO

Om dett system loses erhaller man 16sningen
(:Ela XT2,T3,T4, 1'5) = t(lv 17 la 17 O)

SVAR: De gemensamma vektorerna dr de som kan skrivas (x1, z2, ©3, 24, x5) = t(1,1,1,1,0)
for nagot tal t.

OBS 1. Andra uppgiften pa lappskrivningen kan eventuellt bli svarare &n uppgifterna 5 — 8.

Losningar kommer pa kurshemsidan senast nagra dagar fore lappskrivningen.



