Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra 6vningar pa geometri och vektorer infér lappskrivning nummer
2 pa kursen Linjir algebra II, SF1604, vt11.

1. En triangel har horn i punkterna (1,2, 1), (—=1,3,0) och (1,1, 1). Bestiim cosinus for samtliga
vinklar i triangeln samt triangelns area och lingden av triangelns sidor (ON-system).

LOSNING: Med P = (1,2,1), Q@ = (—1,3,0) och R = (1,1,1) far triangeln sidorna
PQ = (-2,1,-1), PR=(0,—-1,0) och QR = (2,-2,1).

Vi anviinder nu kéinda formler for att berdkna vinklar och lingder samt arean.

I PQ = V(=22 + 12+ (1) = V6, || PR|=V0?+ (-1)>+0?=V1=1,

och
QR=+2+(-22+12=9=3.

Triangelns area &r hélften av den area som det parallellogram har, som spénns upp av PR
och PQ dvs

1
arean = 3 || PQ x PR ||
Vi far enligt formel for berdkning av kryssprodukt att
€1 €z €3
PQxPR=|-2 1 —1|=—é;+0e+ 2¢s.
0 -1 0

Arean blir saledes

1 1 1
S I PQx PRII= 311 (-1,0.2) |= 5 /(-2 + 02 22 =

Lat nu 0 beteckna vinkeln mellan PQ och PR. Da giller

SES

PQ - PR (=2,1,-1) - (0,—1,0) —1

TIPQI-TPRT ™ (=21, -0 -0, ~L0) [ V6

Triangelns ovriga vinklar beréiknas pa samma sétt

cos(6)

2. Visa att hornen (1,1,2), (2,3,4), (3,—1,—1) och (4,1,1) &r horn i en parallellogram.

LOSNING: Bendmn punkterna P = (1,1,2), Q = (2,3,4), R = (3,—1,—1) och S =
(4,1,1). Ett parallellogram kénnetecknas av att sidorna paravis &r parallella och som foljd
dérav lika langa.

Vi finner efter provning att
PQ=(1,2,2)=RS och PR=(2,-2,-3)=0@QS5.

Alltsa parallellogram.

OBS Vi var tvugna att prova oss fram for att hitta rétt sidor.



3. En parallellepiped har ett horn i origo och de tre angrinsande hérnen i punkterna (1,1, 1),
(2,0,—1) och (3,1,2). Bestdm parallellepipedens volym.

LOSNING: Parallellepipeden spiénns upp av vektorerna som mellan origo och de an-
grinsande hornen, dvs av vektorerna (1,1,1), (2,0,—1) och (3,1,2). Enligt kéind formel
ges da volymen av beloppet av den determinant som innehaller dessa vektorer som kolonner,
eller rader, dvs av determinanten

1 1 1
2 0 -1
3 1 2
som blir lika med
1 1 1 1 1 1 9 _1
2 0 —-1/=/2 0 -1 5 14.
3 1 2 2 0 1

Volymen av parallellepipeden &r alltsa 4.

4. Stk tal a, b och ¢ sddana att vektorerna (1,1,1), (1,2,a) och (1,b,¢) blir vinkelrdta mot
varandra.

LOSNING:
0=(1,1,1)-(1,2,a) =1+ 2 +a,

ger a = —3. Vidare kréaver vi att
0=(1,1,1)-(1,b,¢) och 0=(1,2,a)-(1,b,c).
Da a = —3 far vi att
0=14+b+c och 0=1+2b—3c
Detta linjéra system for b och ¢ ger b = —4/5 och ¢ = —1/5.
5. Bestam skdrningspunkten mellan den linje, som passerar genom punkterna P och @ med

koordinaterna (1,1, —1) respektive (2,1, 2), och det plan som férutom origo innehaller punk-
terna (3,0,1) och (2,1,1).

LOSNING: Linjens riktningsvektor ir PQ = (2,1,2) — (1,1,—1) = (1,0,3). En punkt
(z,y, z) ligger pa linjen precis da

(I7y7 Z) = (17 1a 71) + t(la 073) = (1 + tv 1a 71 + 3t)
for nagot tal t.
Vi séker nu planets ekvation. En normal till planet dr vinkelridt mot vektorerna (3,0,1) och
(2,1,1) eftersom dessa dr parallella med planet. Kryssprodukten av dessa vektorer ger en
normal
n=(3,0,1)x(2,1,1)=...=(-1,-1,3).
Planets ekvation blir da
—1(z—0)+(-1)(y—0)+3(z—0)=0 dvs —zxz—y+32=0.

En punkt (z,y, 2) tillhor alltsa planet precis da dess koordinater satisfierar denna ekvation.
Saledes, en punkt (z,y,2) = (141¢,1, —14 3t) pa linjen ligger i planet planet om och endast
om

—(141t) —143(—1+3t) =0,
for nagot tal t. For ¢t = 5/8 ér denna ekvation uppfylld. Den sokta skdrningspunkten dr

5 50 13 7
=(1+2,1,-1+32)=(—=,1,2).
(x,y7z) ( +8’ ) +38) (8’ 78)




6. Bestdm talet a sa att vektorerna (1,1,1), (2,1,a) och (—1,—2,3) &r parallella med samma
plan.

LOSNING: Vektorerna ligger i samma plan precis da volymen av den parallellepiped som
spanns upp av dessa vektorer &dr lika med 0. Denna volym &r beloppet av en determinant
vars rader bestar av de givan vektorerna. Vi far alltsa

1 1 1 1 1 1
0= 2 1 a|=|0 -1 —2+a|=-44+(a—2)=a—6.
-1 -2 3 0 —1 4

Precis nér a = 6 ligger vektorerna i samma plan.

7. Bestédm spegelbilden av punkten (1,2, 1) i det plan som innehaller punkten (2,1,0) och som
innehaller linjen med parameterformen (z,y, z) = (1,3,2) + ¢(1,0, —1).

LOSNING: En vektor parallell med planet ér linjens riktningsvektor (1,0,—1). En annan
vektor parallell med planet ér vektorn mellan punkten (2, 1,0) och punkten (1, 3,2) pa linjen,
dvs vektorn (1, —2, —2). En normal till detta plan ges av kryssprodukten av dessa vektorer

)

€1 €é2 e3
1 0 —1|=-2e; +les + (—2)es.
1 -2 =2

Planets ekvation blir da
—2(z—-2)+(y—1)—22z=0 dvs 2z—y+2z=3.
Linjen genom punkten (1,2, 1) parallell med planets normal har parameterforman
(z,y,2) = (1,2,1) + t(—2,1,-2).
Vi bestdmmer nu det t-véirdet for vilket linjen skér planet. Som i uppgift 5 far vi

-1
2(1—-2t) — (24+1t)+2(1 —2¢t) =3 som ger t:?.

Med det dubbla t-vérdet fortsétter vi fran den givna punkten passerar planet och hamnar
pa planets andra sida, lika langt fran planet ifraga som startpunkten ligger pa. Detta &r
spegelbilden, som alltsa har koordinaterna

—2 13 16 13
=(1,2,1) + —(=2,1,-2) = (=, =, =).
(x7yﬂz) (’ Y )+ 9( b} ) (979’9)

8. Bestdm talet a sa att linjerna med parameterformerna
(x,y,2) =(1,1,2) +t(1,0,—1) respektive (z,y,2) = (2,a,1)+¢(2,1,—1)

skér varandra.

LOSNING: Vi skall bestimma talet a sa att det finns tal ¢ och tal s med
(1,1,2) +¢(1,0,—-1) = (2,a,1) + s(2,1, —-1).

Dessa virden pa ¢t och s ger da en gemensam punkt, dvs en skidrningspunkt. Ekvationen
ovan ger likheten
(-1,1—a,1)=(2s—t,s,—s+1)



10.

11.

dvs systemet

2s — t = -1
S = 1l—a
—-s + t = 1

Betraktar vi enbart den forsta och sista av dessa ekvationer far vi att s =0 och ¢t = 1. Med
a = 1 kommer &dven ekvation nummer tva att vara uppfylld.

Sammanfattningsvis: enda méjliga vérde pa a dr 1 och vi far da skérningspunkten (2,1, 1).
Bestdm den punkt pa linjen (z,y,2) = (1,1,1) +¢(2,1, —1) som ligger nirmast origo.

LOSNING: Kortaste avstandet #r vinkelrita avstandet. Lat O beteckna origo och P en
godtycklig punkt pa linjen. Avstandet ges av ldngden av den vektor OP som #r vinkelrét

mot linjens riktningsvektor (2,1,—1). Da OP = (14 2¢t,1+¢,1 — t) far vi rétt ¢-viirde ur
ekvationen

0=(2,1,—1)- (1+2t,14+t,1—t)=21+2t)+ (1+t) — (1 —t) = 6t + 2,

dvs t = —1/3. Avstandet blir alltsa lika med

farestae Zhi-Zhimd 2 d = e Qe = v

Bestidm ett plan pa avstand 1 fran planet med ekvationen x + y — 2z = 1 (ON-system).

LOSNING: En normal till planet &r 7 = (1,1, —2). Lingden av denna vektor ér

|7 ll= /12 + 12 + (—2)2 = V6.

Vi far en vektor € med lingd 1 och med samma riktning som normalen 7 om vi multiplicerar
n med 1/||n|| dvs med 1/v/6:

sm L 1,1,-2)
e=—(1,1,-2).
V6
Punkten med koordinaterna (1, 0,0) tillhor givna planet eftersom denna punkts koordinater
satisfierar planets ekvation z + y — 2z = 1. Punkten med koordinaterna

1 VE+1 1 =2
Q= (1,0,0)+%(1,1,—2) = (T’%’%

kommer att ligga pa avstandet ett fran givna planet. Ett plan med normalvektorn n =
(1,1,—2) och genom punkten () kommer att vara paralellt med givna planet och ligga pa
avstand ett fran detta. Dess ekvation blir

V641 1 -2
B )+(y—%)—2(z—7 =

)

(z

Bestdm parameterformen for den linje i planet med ekvationen x + 2y — 2z = 1 som passerar
genom punkten (3,0,1) och &r vinkelriit mot vektorn (1,1, 1).

LOSNING: Den sokta linjens riktning #r vinkelriit mot planets normal, eftersom linjen
ligger i planet. Sa om o &r en riktningsvektor for linjen sa maste o vara vinkelrdt mot planets
normal (1,2, —2). Dessutom var det givet i uppgiften att o dr vinkelrit mot vektorn (1,1, 1).
Viljer vi © som kryssprodukten mellan (1,2, —2) och (1,1, 1) sa far vi en riktningsvektor for
den sokta linjen.



En sedvanlig berikning av kryssprodukt ger
(1a 2a _2) X (17 17 1) = (4a _37 _1)

Nu har vi bade en punkt (3,0,1) pa den sokta linjen och en riktningsvektor (4, —3,—1) for
linjen. Saledes

Svar: (z,y,z) = (3,0,1) + t(4, -3, —1).



