Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra II, SF1604, den 9
juni 2011 kl 08.00-13.00.

OBS: Inga hjédlpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen. Bonuspoédng erhallna under
lasaret 2010/11 kan anvéndas vid detta tentamenstillfille. For full podng krivs korrekta
och vil presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdomet Fx
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget E
20 poing totalt eller mer ger minst betyget D
25 poing totalt eller mer ger minst betyget C
30 poédng totalt eller mer ger minst betyget B
35 poidng totalt eller mer ger minst betyget A
DEL I
1. Lat A och B beteckna nedanstaende matriser
1 2 -1 10 3
A=|2 2 5 B=|210
11 3 01 3
(a) (3p) Bestdm den till A inversa matrisen.
Losning;:
12 —-111 0 0 01 —4]1 0 -1
22 501 0|~100 —-1{01 —2]|~
11 3]0 01 11 3]0 0 1
01 0|1 —4 7 o1 0|1 —4 7
~00 -1|/0 1 -2|~|00 —-1]0 1 =2
11 0|0 3 =5 10 0 |—-1 7 =12
SVAR:
-1 7 =12
A= 1 -4 7



(b) (2p) Bestdm en matris X sadan att XA = B.
Losning: Multiplikation med A~ till hoger ger

-1 7 =12 -1 4 -6
1 -4 7 =| -1 10 —-17

1 0 3
X=BA'=|210
01 3 0 -1 2 1 -7 13

(a) (2p) Skriv det komplexa talet (1 —4)7(1 +4)~° pa formen a + ib.

Losning;:
(1=0)7(1+0)7° =1 =)L +9)|° = (V2)'(vV2)° = (vV2)’ = 2.

arg((1—¢)7(1+z‘)*5):7-arg(1—i)—5-arg(1+z‘):7-_{—5%:—%

Ett komplext tal med beloppet 2 och argumentet —37 ar
SVAR: —2.

(b) (3p) Visa, t ex med hjilp av ett induktionsbevis, att

S k(k— 1) =

k=1

n(n* —1)

Losning: For n = 1 &r vénstra ledet lika med 0 och hogra ledet lika med 0, sa
for detta viarde pa n sa stammer formeln.

Vi visar nu

- _ n(n?—1) A _ (n+D((n+1)>-1)
;k(l@—l)_f = ;k(k—n_ 3 :
Sa antag att )
> (k- 1) = n(w ~1) - D)

Da far vi
Tfk‘(k’—l):zn:k(k—l)+(n+1)(n+1—1):n(nz_l)%—(n%—l)n:
”("Hg("_l) +(n+1)n:n(n+1)(”;1+1):n(n+1)”§2

Men da

(n+1)((n+1)2=1) m+1n+1-1)(n+1+1)

3 N 3 ’

har vi alltsa visat att implikationen ovan dr sann.

Enligt induktionsaxiomet géller nu den givna formeln for alla naturliga tal
n=123,...



3. Betrakta R® forsett med den inre produkten

(71, 2, T3, T4, T5) - (Y1, Y2, Y3, Ya, Y5) = T1Y1 + TaYa + T3y + T4ys + T5Ys -

Lat L vara det delrum till R® som genereras av vektorerna (1,0,1,0,1), (2,1,0, —1, —2)
samt (3,1,1,—1,—1).

(a)

(b)

(2p) Bestédm en bas for det ortogonala komplementet Lt till L.

Losning: Ortogonala komplementet till L erhalles fran med nollrummet till
matrisen

101 0 1
L=]1210 -1 -2
311 -1 -1
Nollrummet till L, dvs de vektorer = (x; @3 ... x5)7 sddana att Lx = 0,
bestdmmes med Gausselimination
101 0 10 10 1 0 110
210 -1 =2{0|~]01 =2 =1 —4]0 |~
311 -1 =110 01 -2 -1 —410

10 1 0 110
01 -2 -1 —410

Med x5 =t, x4 = s och x5 = u som godtyckliga viarden pa x3, x4 och x5 far vi
att systemets losningar &r
' =t-12100)+s01010)+u-1400T1).
Sa de tre vektorerna
e =(-1,2,1,0,0), & =1(0,1,0,1,0), e3=(-1,4,0,0,1),
spanner upp L*. Eftersom dessa vektorer ocksa ér linjért oberoende sa utgor

de en bas for L.

(1p) Utvidga denna bas till en bas for hela RS.

Losning: Radrummet till matrisen L &r lika med L. Kalkylerna ovan visar att
da utgor

és =(1,0,1,0,1), é5=1(0,1,-2,—1,—4)
en bas for L. Enligt kdnd sats i kursboken utgor vektorerna i en bas for L,
tillsammans med vektorerna i en bas for L+, en bas for hela rummet, sa
SVAR: Vektorerna ey, é,, ..., €5 ovan.

(2p) Skriv vektorn (1,2,3,4,5) som en summa av en vektor i L och en vektor
i Lt

Lésning: Om @ = 4 + o diir 4 € L och v € Lt sa ir 4 = Proj (a).
Vi bestimmer forst en ortogonalbas fi, fo i L med hjilp av Gram-Scmidts
metod:



Lat fi = e5 = (1,0,1,0,1) och

_ fioer - —6 -
Jo=¢é — j%fifl = €5 — ?fl =(2,1,0,-1,-2)
Nu har vi enligt formeln for projektion

o fl-a_ ﬁ-a_ 9_ —10 -
P A — fo = — —fy=1(1,—-1,3,1,5
Nu till slut
(1,2,3,4, 5) = (1, —-1,3, 1,5) + (0,3,0,3,0) .

vilket blir vart svar.

DEL II

4. (ON-system) Planet m; innehaller punkterna (1,1,3), (1,2,4), (2,—1,3) och plan-
et mo innehaller linjen med parameterformen (z,y,z) = (0,0,1) + ¢(1,1,3) samt
punkten (1,2,5).

(a) (2p) Visa att planen m och my dr parallella.

Losning: Beteckna de tre givna punkterna i planet # med P, () och respektive
R. Vi finner att PQ = (0,1,1) och PR = (1,—2,0). En normal 7; till 7; blir
da
=PQ x PR=(0,1,1) x (1,-2,0) = (2,1,-1) .

Nu till planet my. Lat v = (1,1,3), S = (0,0,1) och T" = (1,2,5). Vi finner
att ST = (1,2,4) och v #r ickeparallella vektorer i m5 och dérfor spénner upp
9. Da dessa bagge vektorer dr ortogonala mot normalen till planet 7; sa &r de
bégge planen parallella.

(b) (1p) Bestam avstandet mellan planen 7 och .

Losning: Avstandet mellan planen ges t ex av lingden av projektion av vek-
torn SP pa normalen 7 till planet mp. Vi far

(2,1,-1)-(1,1,2) 1

211 @L-y>h =75

(c¢) (2p) Lat m beteckna det plan som ligger mitt emellan 7; och my. Ange tre olika
punkter i .

. s ny
[Projs, (SP)| = [———m| = |

Losning: Vi kan t ex ta mittpunkterna pa strackorna mellan punkten S och
punkterna P, () och R, dvs punkter med koordinaterna

1 11
(0,0,1) + 5((1, 1,3) —(0,0,1)) = (5, 3 2),

1 15
(0,0,1) + 5((1,2,4) —(0,0,1)) = (5, 1, 5),

(0,0,1) + ;((2, C1,3) - (0,0,1) = (1, -+

2
27 )7



5. (5p) Betrakta rummet P,, av polynom av grad hogst lika med n och lat D beteckna
derivering av polynom. Den linjiara avbildningen A pa P, definieras genom

A(p(t)) =tD(p(t)) .

Bestdm samtliga egenvirden och egenvektorer till den linjéra avbildningen A.

Losning: Vi ser omedelbart att, for A =0,1,2,...,n,
AN =t- M=

Alltsa &r talen 0,1,2,...,n egenvirden till A. Eftersom en linjar operator pa ett
vektorrum av dimension m kan ha hogst m stycken olika egenvirden sa kan det,
emedan dim(P,) = n + 1, inte finnas fler egenvéirden #n de ovan angivna.

Egenvektorer som hor till skilda egenvérden &r linjart oberoende. Eftersom dim(P,,) =
n+ 1 sa kan alltsa inget av de n + 1 olika egenrummen E)\, for A =0,1,2,...,n, ha
en dimension storre dn 1. Saledes

E\ = span{t*}
for A=0,1,2,...,n.

6. (5p) Lat L vara ett 4-dimensionellt delrum till det 5-dimensionella vektorrummet V'
och lat A vara en linjar avbildning fran V' till vektorrummet W. Lat A(L) beteckna
det delrum till W som bestar av de vektorer A(v) i W for vilka o tillhor L.

Vilka mojligheter finns det for dimensionen hos delrummet A(L) till W om A:s
kérna har dimensionen 1. For full poéng kriavs att du ger ett bevis av ditt svar.

Losning: Eftersom A:s kirna har dimension 1 sa finns det tva fall, fall 1: A:s kirna
ar ett delrum till L, och fall 2: A:s kidrna har endast nollvektorn gemensam med L.

Fall 1: Lat e, vara en bas for A:s kirna och utvidga till en bas é;, és, €3, €4 for L.
Varje vektor 7 i L &r da en linjarkombination

T = XT1€1 + Toy + X3€3 + Tyly
for nagra tal 1, ..., x4. Eftersom A dr linjir sa bestar A(L) av alla linjairkombinationer
A(J_)) = .I‘lA(él) + JIQA(éQ) + .TgA(ég) + $4A(E4) (1)

Eftersom A(é;) = 0 sa bestar A(L) i detta fall av alla linjirkombinationer av vek-
torerna A(éy), A(es) och A(ey). Dessa tre vektorer dr linjirt oberoende eftersom

1o A(82) + x3A(E3) + 14 A(Ey) =0 = A(x28y + 1383 + 1484) = 0
och alltsa
T9€y + T3€3 + Ty€4 € ker(A) = To€o + X33 + Ty€4 = X167

sa eftersom ey, €y, €3, €4 &r linjart oberoende finner vi da att o = 0, 3 = 0 Och
Ty = 0.



Delrummet A(L) har alltsa i detta fall dimension 3.

Fall 2: Lat e, és, €3, €4 vara en bas for L. Fortfarande giller ekvation (1). Da é&r
vektorerna A(e;), A(es), A(es) och A(ey) linjart oberoende eftersom

:z:lA(él) + IQA(EQ) + $3A((§3) + .’13414(@4) = 6 = A(l’lél + To€g + T3€3 + l’4é4) = ()

— X1€1 + XToes + X33 + x4€4 € ker(A) NL= { 0 } .

sa eftersom ey, és, €3, €4 &r linjirt oberoende finner vi att x7 = 0, 2o =0, 3 = 0
Och Ty = 0.

Eftersom vektorerna A(e;), A(éz), A(es) och A(é,) enligt ekvation (1) dessutom
spanner upp A(L) sa bildar dessa vektorer en bas for A(L). Dimension av A(L) i
detta fall 4r da lika med fyra.

DEL IIT (Om du i denna del anvander eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéindigvis ordagrant, dér de anvénds i 16sningen.)

7.

(a) (2p) Du far reda pa att ett givet linjirt ekvationssystem har bl a lésningarna
(x1,29,23) = (1,2,—1), (x1,22,23) = (1,—1,3) och (x1,z2,23) = (2,1,0)
samt att (z1,z2,23) = (1,0,1) inte &r en 16sning. Bestdm systemets samtli-
ga losningar.

Losning: Det giller for varje linjirt ekvationssytem AzT = b7 att om z,, ir
en losning till systemet sa bestar systemets samtliga 16sningar av alla vektorer

T=7T,+Tn,

sadana att 7, loser motsvarande homogena system Az’ = 07. For system
med tre obekanta xy, x5 och x3 innebér detta, ur ett geometriskt perspektiv,
att losningsméingden antingen &r en punkt, en linje, ett plan eller hela den
3-dimensionella rymden.

Eftersom de tre givna l6sningarna inte ligger pa en rét linje, emedan vektorerna
(1,2,-1)—(1,-1,3) = (0,3,—4) och (2,1,0)—(1,—-1,3) =(1,2,-3)

inte dr parallella, sa &dr losningsméngden varken en punkt eller en linje. Den
kan ju inte heller vara hela rymden eftersom alla punkter inte ger 16sningar
till systemet. Losningen ar alltsa ett plan genom punkten (1,—1,3) och med
(0,3,—4) och (1,2,—3) som riktningsvektorer for planet. Planet, respektive
l6sningarna till systemet, bestar da av punkterna

(x1,29,23) = (1,—1,3) + (0,3, —4) + s(1,2,-3) ,

déir s,t € R



8

(b) (2p) Om du far reda pa att ett linjart ekvationssystem bl a har losningen
(21, 29,23) = (1,0, 1) samt att (zq,x9,23) = (1,2, —1), (21,29, 23) = (1,—1,3)
och (21,2, x3) = (2,1,0) inte &r l6sningar sa far du inte tillrackligt med infor-
mation for att kunna bestdmma systemets samtliga losningar. Forklara varfor.

Losning: Vi ser 16sningsméngden som ett geometriskt objekt, se ovan. Det
finns linjer (och plan) genom punkten som inte innehaller de tre givna ick-
elosningarna till punkter. Sa vi kan inte ens avgora formen pa l6sningsméngden
utifran den givna informationen.

(c¢) (1p) Hur manga ickelosningar till systemet i uppgiften ovan maste man ytterli-
gare som minst ange for att kunna bestdmma systemets samtliga 16sningar.

Losning: Minst odndligt manga, ty det finns oédndligt manga linjer genom
l6sningspunkten (1,0, 1), och varje annan punkt kan ”blockera” hogst en sadan
linje. .

(5p) Du far foljande information om matrisen A:

(7) matrisen A dr symmetrisk,

(77) matrisen A har ett egenrum som genereras av vektorn (1,1, —2),

(ii1) A* =T dér I betecknar identitetsmatrisen.

Ricker denna information for att bestimma Az” for varje kolonnvektor z7?

Om du anser att informationen racker skall du bevisa detta, dvs att informationen
ricker for att bestimma Az for varje kolonnvektor Z7, samt berdkna A(1,2,3)T.

Om du anser att informationen inte récker skall du komplettera med ytterligare
information om matrisen A sa att det gar att bestimma AZzT entydigt for varje
kolonnvektor z7. (Poiing sitts efter kvaliteten pa ditt svar.)

Losning: For en egenvektor z till A med tillhérande egenvérde A géller
T=I1=A'"7T=AAA(AT))) =...= )"z,

sa varje egenvirde \ till A satifierar ekvationen A* = 1. Denna binomiska ekvation

har ju l6sningarna .
e = €F2?) k=0,1,2,3,

dvs

)\0:1, )\1:?:, )\2:—17 )\—3:—Z
Men matrisen A forutsattes vara symmetrisk och da &ar alla A:s egenvéirden reella.
Matrisen har alltsa precis tva egenviarden 1 och —1.

Antalet egenrum kommer att vara tva, och dessa ligger ortogonalt till varandra.
Detta ger att egenrummen é&r, som vi latt ser

L = Span{(1,1,-2)} resp L* = Span{(1,—1,0),(1,1,1)}.

Varje vektor = kan skrivas unikt som en summa r = a + b av en vektor @ i L och
en vektor b i L. Sa linge vi inte vet egenviirdet som hér till egenvektorn (1,1, —2)
kan vi inte bestimma Az for nagon vektor .



Om vi far reda pa att egenvérdet som hor till egenvektorerna i L t ex &dr 1, kommer
egenvirdet som hor till vektorerna i L+ att vara —1, och da far vi att

AT =Aa+Ab=a—b.



