Matematiska Institutionen
KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra, SF1604, den 14 mars 2011 kl
08.00-13.00.

Hjidlpmedel: Inga hjéalpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdémet Fx
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget E
20 poing totalt eller mer ger minst betyget D
25  poédng totalt eller mer ger minst betyget C
30 poing totalt eller mer ger minst betyget B
35 poing totalt eller mer ger minst betyget A

Bonuspoing: Bonuspoéng erhallna fran lappskrivningar till kursen féor D under vt11
adderas till skrivningspoéngen. Generellt géiller att bonuspoéng far anvéndas vid ordinarie
tentamen och vid férsta ordinarie omtentamenstillfille for respektive sektion, vilket for
sektion F liksom for sektion D &r den 9 juni i ar.

For full poéng kréavs korrekta och vil presenterade resonemang.

DEL 1

1. (5p) For ett eller flera virden pa talet a kommer ekvationssystemet nedan att ha
odandligt manga losningar. Bestdm dessa virden pa a samt bestdm samtliga losningar
till systemet for dessa a-véarden.

r + y + z =1
r — Yy + az =
ar + y + z =1

2. (5p) Fér den linjéra avbildningen A pa R? giiller att A(1,1,1) = (1,2,3), A(0,1,1) =
(4,5,6) och A(0,0,1) = (7,8,9). Bestdm avbildningens matris relativt standardba-
sen, bestdm A(3,2,1) samt bestdm avbidningens kéirna.

T
3. (5p) Kolonnvektorn ( 1 3 2 ) ar en egenvektor till matrisen A nedan,

-1 2 =2
A= 0 -1 3
0 -2 4

Bestam matrisens samtliga egenviarden och egenvektorer samt en matris P sadan
att P~!AP ir en diagonalmatris.




DEL I1

4. (5p) I den vanliga 3-dimensionella rymden, och med koordinater givna i ett ON-
system, star vi i punkten P = (1,2,3) och betraktar planet = med ekvationen
2x + 3y — z = 13. Vi skickar tva ljusstralar fran P mot 7, en som gar vinkelrdatt mot
planet 7 och en som gar parallellt med vektorn (0, —1, 1). Dessa stralar traffar planet
7 1 punkterna () respektive R. Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna P,
Q@ och R.

5. (5p) Visa, t ex med hjilp av ett induktionsbevis, att talen
a, =4"+ (=-3)",
satisfierar rekursionen
Ap = Qp_1+ 126,49, ay=2, a1 =1
for samtliga naturliga tal n = 0,1, 2, .. ..

6. (5p) (ON-system) Lat L beteckna det delrum till R som spénns upp av vektorerna
(1,2,-1,2,1), (1,3, -2,4,5) och (1,0,1, —2, —7), dvs

L =Span{(1,2,-1,2,1),(1,3,-2,4,5),(1,0,1, -2, —7)} .

Bestédm projektionen av vektorn (1,1,1,1,1) pa delrummet L.

DEL III

Om du i denna del anvander eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej
nodvéandigvis ordagrant, diar de anvénds i 16sningen.

7. Lat A vara en n X n-matris.

(a) (1p) Visa att om A? = I, dér I betecknar identitetsmatrisen, sa har A full
rang.

(b) (2p) Visa att om A? = 0, diir 0 betecknar nollmatrisen, sa dr A:s rang hogst
lika med n/2.

(c) (2p) Om A3 = 0, vad kan da siigas om A:s rang? Motivera ditt svar!

8. Det finns en inre produkt i R® sadan att (1,2,—1), (2,0,1) och (1,—1,1) kommer
att bilda en ON-bas i det inreproduktrum V som den inre produkten definierar.

(a) (Ip) Betrakta nu R® med denna nya inre produkt och lat fi = (2,-2,2).
Bestdam vektorer f, och f3 sadana att fi, fo och f3 bildar en ortogonalbasi V.

(b) (2p) Betrakta R* med denna nya inre produkt och lat g, = (1,2,3). Bestdm
vektorer gs och g3 sadana att gi, go och gs bildar en ortogonalbas i V.

(c) (2p) Betrakta nu R® samt fyra godtyckliga vektorer @, v, w och z av vilka
inga tva dr parallella med varandra. Kommer det da alltid att finnas en inre
produkt i R® sddan att @ L ¥ och w L z ? Motivera ditt svar!



