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MATERIAL TILL KURSEN 5B1204 DISKRET MATEMATIK FOR D?2:
Om plana och planira grafer

I manga sammanhang (t.ex. vid konstruktion av elektriska kretsar) dr det
intressant att veta om en viss graf kan ritas i planet utan att nagra kanter
korsar varandra (kanterna behéver inte ritas som rita linjer, andra (snélla)
kurvor &r tillatna).

Definition: En plan graf &r en "konkret grat” i ett plan, diar noderna &r
olika punkter i planet och kanterna ar kurvor som férbinder sina noder, utan
att olika kanter korsar varandra (annat &n i noderna).

Definition: En graf G = (V, E) ér planir om den &r isomorf med en plan
graf.

G ér alltsa planér precis om den kan ritas (i ett plan) utan att nagra kanter
korsar varandra. En graf kan mycket vél vara planér dven om den &r ritad med
korsande kanter, huvudsaken #r att det 4r mojligt att undvika korsningar.

Man kan forstas stélla sig fragan om en given graf gar att rita utan korsande
kanter pa nagon annan yta dn ett plan. Om detta kan man ldsa i litteraturen,
vi noterar bara att det inte férdndrar nagot om man betraktar en sfér i stéllet
for ett plan:

En graf kan ritas utan korsande kanter pa en sfir precis om den kan det i
ett plan.

Om grafen &r ritad i planet kan man ndmligen ta en stor cirkel utanfér grafen
och ”dra ihop” den (men inte det som ligger innanfor cirkeln) till en punkt.
Detta ger en sfir med grafen ritad pa sig. Omvint kan en sfar med grafen ritad
pa sig ”6ppnas” i en punkt som varken dr en nod eller ligger pa en kant. Detta
ger en plan version av grafen.



Eulers polyederformel

Kanterna (och noderna) i en plan graf delar in planet i sammanhéngande
omraden, vilka vi for enkelhets skull kommer att kalla ytor. (Andra anviinda
termer dr delytor, regioner och facetter.)

Om man ritar samma planéra graf pa olika sitt (som plana grafer) kan ytorna
se olika ut. Foljande sats, som dr vart huvudresultat, visar dock att antalet
ytor &r oberoende av hur grafen framstills som en plan graf.

Sats:
Om en plan graf har v noder, e kanter, r ytor och ¢ komponenter, giller

v—e+r—c=1
Om grafen dr sammanhingande giller speciellt (Eulers polyederformel)
v—e+r =2

Namnet polyederformel kommer av att Euler studerade konvexa polyedrar. De
svarar (via projektion mot en punkt inuti) mot grafer pa en sfar och ddrmed
mot plana grafer. r dr da antalet sidoytor hos polyedern. For en kub t.ex. far
man v —e—+7r =8 — 12+ 6 = 2, sa det stimmer.

Bevis: Induktionsbevis, med induktion &ver e, antalet kanter.

Bas: Om e = 0 bestar grafen bara av v isolerade noder, det finns bara en
yta, r = 1, och varje nod dr en egen komponent, c = v,sav—e+r —c =
v — 041 — v = 1. Basfallet &r alltsa klart.

Steg: Antag att pastaendet stimmer for alla grafer med £ kanter och betrakta
en plan graf G med e = k + 1.

Bilda grafen G’ genom att ta bort en kant £ (men inte nagon nod) fran G.
Da har G och G’ samma nod, sa v’ = v, och G' har en kant mindre &n G, sa
e’ = e — 1 = k. Enligt induktionsantagandet &r v’ — e’ + 7' — ¢’ = 1.

Fall 1: Ytorna pa 6mse sidor om & dr samma yta, dvs det finns en kurva i
planet som utan att korsa nagon kant eller nagon nod i G forbinder e:s bada
sidor. Komponenten i G som inneholl € har da delats upp i tva komponenter i
G', men ytorna dr lika manga. Man har alltsa r’ = r och ¢/’ = ¢+ 1, sa i detta
fallfasv—e+r—c=v'—(e'+1)+7r' —(¢'—1)=v'—e'+7r'—¢c'=1, sa
pastaendet géller for G.

Fall 2: Ytorna pa émse sidor om ¢ ér olika ytor, sa de férenas till en nir kanten
tas bort, ' = r—1. Om vi féljer kanterna lings en av ytorna ”at andra hallet”
(bort fran ¢) far vi en stig som forbinder noderna i €:s &ndar. Eftersom vi inte &r
ifall 1, ar detta en stigi G’, sa G har lika manga komponenter som G, ¢’ = ¢. |
detta fall fas alltsa v—e+r—c=v'—(e'+1)+(r'+1)—c' =v'—e'+r'—c' =1,
sa pastaendet giller ater for G.

Dérmed &r ocksa induktionssteget klart och pastaendet foljer. O

Som man kan se av beviset, giller formeln i satsen for allminna grafer (dven
med 6glor och multipla kanter). Man kan till och med tillata ”fria kanter” utan
noder, dvs slutna kurvor (som komponenter riknas dock bara sammanhéngande
delar som innehaller minst en nod).



Foljder av polyederformeln

Eulers polyederformel kan anviindas for att finna nédvéndiga villkor for att

en graf skall vara planér. Eftersom v och e (och ¢) dr oberoende av hur vi ritar
grafen, soker vi uttrycka villkoren i dem genom att eliminera 7.
For en enkel plan graf (utan oglor och multipla kanter, dvs en sadan graf
som vi sysslar med) giller att varje yta maste ha minst tre kanter. (Med ett
undantag, faktiskt. Om grafen bara innehaller en kant, som t.ex. K5, har den
enda ytan bara tva kanter [som dr samma riknad tva ganger|. Vi kriver dérfor
att e > 2.)

Foljdsats 1:
For en planér graf med v noder, e kanter och ¢ komponenter géiller om e > 2

3v>e+3(c+1).
Om grafen dr sammanhéngande géiller speciellt
3v > e+ 6.

Likhet géller precis om alla ytor (dven den obegrinsade ytan) har exakt tre
kanter (for en och didrmed alla plana versioner av grafen).

Bevis: Antag att vi dr givna en viss inbdddning i planet av grafen. Lat §(R)
vara atalet kanter som begrénsar ytan R. Pa samma sétt som i ”Handskak-
ningslemmat”kan vi da visa att ), §(R) = 2e, déir summan gar Gver alla ytor.
Da varje yta har minst 3 begrinsande kanter far vi 3r < 2e med likhet endast
da 0(R) = 3 for alla ytor R.

Vifarr < %e, sz‘il:v—e—%r—cgv—%e—c, dvs 3v > e+ 3(c+1). O
Exempel 1:

Grafen K5 dr sammanhéngande och har v =5,e = 10, sa 3v = 15,e + 6 = 16
och vi har visat: Den fullstindiga grafen K; &dr inte planér.

Detsamma géller for alla K,,n > 5, vilka innehaller K5 som en delgraf.

Foljdsats 2:
For en bipartit, planir graf med v noder, e kanter och ¢ komponenter giller
ome > 2
20> e+2(c+1).
Om grafen dr sammanhingande géller speciellt

2v > e+ 4.

Bevis: For en bipartit graf vet vi att alla cykler har jimn ldngd, sa varje yta
i en bipartit, enkel plan graf har minst fyra kanter (liksom nyss krivs e > 2).
Sa pa samma sitt som ovan fas att e > 2r, dvs r < %e, sal=v—e+r—c<

v — ze — ¢, alltsd 2v > e + 2(c + 1), och satsen foljer. O

Exempel 2:

Grafen K33 dr sammanhéngande och har v = 6,e =9,s4 2v =12,e+4 =13
och vi har visat: Den fullstindiga bipartita grafen K33 &r inte planér.
Detsamma géller for alla Ky, , m,n > 3, som ju innehaller K3 3 som en delgraf.
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Exempel 3:

Ur foljdsats 1 och handskakningslemmat far man 6v > 2e + 6(c + 1) =
Yoev (@) +6(c+1) > >, 6(x). Eftersom £ >\, 0(x) dr medelviirdet av
nodernas valenser far vi att fér en planir (enkel) graf dr medelvirdet av

nodernas valenser < 6. Speciellt finns det alltid minst en nod av valens
<5.

Kuratowskis sats
Man kan visa en djup sats i grafteori som innebér att varje graf som inte &r
planér innehaller en delgraf som liknar (i en precis mening) K3 eller K.

Regelbundna polyedrar

Vi skall se vilka mojligheter som finns fér en sammanhéngande, plan ”dub-

belt reguljar” graf. Med detta menar vi héir att alla noder har samma valens,
n > 3, (dvs grafen dr n-reguljir) och alla ytor har samma antal, m > 3, kan-
ter.
En regelbunden polyeder ir en konvex polyeder med alla sidoytor regel-
bundna m-horningar och alla hérn kongruenta. Det &r sedan antiken kint att
de enda regelbundna polyedrarna &r de platonska kropparna, tetraedern,
hexaedern (kuben), oktaedern, dodekaedern och ikosaedern. Den plana graf
som svarar mot en regelbunden polyeder dr ”"dubbelt reguljar” och vi skall se
att de villkor for v, e, r, m,n som géller for en plan graf riacker for att visa att
de platonska virdena &r de enda mojliga.

Som i forra avsnittet har man
v—e+r =2, 2e = nv = mr.
Detta ger
2=2—¢c+4 2 = (2m—mn+2n)-=
och det maste gilla att 2m — mn + 2n > 0, vilket dr detsamma som att
(m—2)(n—2) < 4.

Eftersom m,n > 3 blir de enda mdjligheterna

v e r platonsk kropp
4 6 4 tetraeder

6 12 8 oktaeder

30 20 ikosaeder

8 12 6 hexaeder (kub)
20 30 12 dodekaeder

Uk W ow w3
W ow ot w3
[u—y
b

v, e,r fas hir fran uttrycken ovan:
2mn 2e 2e

6:4—(m—2)(n—2)’v n’ m’




Fyrfirgssatsen

En hypotes som ldnge var obevisad &r att for varje karta (plan eller pa en

sfiar) récker det med fyra firger fér (de sammanhingande) linderna, for att
tva linder som har en gemensam grins alltid skall ha olika fiarger. Hypotesen
formulerades redan 1852, blev spridd 1878 och bevisades (med stor anvéindning
av dator i beviset) férst 1976.
Nar fyrfargssatsen formuleras i grafteoretiska termer uttrycks den oftast inte
for grafen som har grinserna som kanter och ldnderna som ytor, utan fér den
duala grafen med linderna som noder och kanter mellan linder som har en
gemensam grins. Da blir den:

Sats Om grafen G &r planir dr x(G) < 4.

Ovningar

1. T en sammanhéngande plan graf har alla noder valens 3 eller 5. Antalet
noder dr 12 och antalet ytor &r 11. Hur manga noder har valens 3 och hur
manga har valens 57

2. T en 3-reguljar, plan, sammanh#ngande graf har alla ytor antingen 4 eller 6
kanter (ocksa den obegrénsade ytan). Hur manga ytor har 4 kanter?

3. Rita en karta som kraver 4 fiarger for att intilliggande ldnder skall fa olika
farg.

Svar

1. 9 resp. 3
2.6 st



