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Matematiska Institutionen
KTH

Lösning till n̊agra övningar inför lappskrivning nummer 5, Diskret matematik för D2
och F, vt10.

1. Betrakat gruppen G = (Z19 \ {0}, ·).
(a) Visa att G är en cyklisk grupp.

Lösning: Vi söker en generator till G, dvs ett element g ∈ G s̊adant att varje element
h ∈ G är lika med en potens av g, dvs h = gk för n̊agot icke negativt heltal k. Detta
element g m̊aste ha ordning 18 eftersom |G| = 18, dvs g18 = 1 och ingen lägre exponent
än 18 till g ger identitetselementet i G.
Vi vet att ordningen av varje element är en delare till antalet element i G. Ett element
i den givna gruppen har allts̊a n̊agon av ordningarna 1, 2, 3, 6, 9 eller 18.
Vi söker nu en generator g till givna gruppen med hjälp av trial and error.
Prövar elementet 2. Vi testar om 2 har ordning 2, 3, 6 eller 9, vilka är de icke triviala
delarna till talet 18.

22 = 4 6= 1, 23 = 8 6= 1, 26 = 7 6= 1, 29 = 23 · 26 = 8 · 7 = −1 6= 1.

Enda kvarvarande möjlighet för ordningen av elementet 2 är 18 och s̊aledes är 2 en
generator till gruppen G.
V̊ar slutsats är allts̊a att eftersom G har ett element av ordning 18 och G best̊ar av 18
element s̊a måste G vara cyklisk.

(b) Bestäm antalet generatorer till G.

Lösning: Det finns en sats i läroboken som säger att om G är en cyklisk grupp med
n element s̊a är antalet element av ordning d, där d delar n, lika med ϕ(d), Eulers
ϕ-funktion. Använder vi nu formeln

ϕ(n) = n ·Πk
i=1(1−

1
pi

) om n = pe1
1 pe2

2 . . . pek

k ,

där p1, p2, . . . , pk är olika primtal och exponenterna ei ≥ 1 för i = 1, 2, . . . , k, s̊a f̊ar vi:
SVAR:

ϕ(18) = 18(1− 1
2
)(1− 1

3
) = 6.

(c) Bestäm delgrupper med 2, 3, 6 och 9 element till G.

Lösning: Enligt samma sats i läroboken finns för varje delare d till 18 precis en delgrupp
med d element. Dessutom vet vi att samtliga delgrupper till cykliska grupper är cykliska,
och genereras allts̊a av element som har en ordning som är lika med antalet element i
delgruppen. Om d delar n och elmentet g har ordning n s̊a kommer gn/d att ha ordning
d. Vi vet redan att elementet 2 har ordning 18 och finner d̊a delgrupperna:

H2 = {1, 29 = −1}, H3 = {1, 26 = 7, 212 = 11},

H6 = {1, 23 = 8, 26 = 7, 29 = −1, 212 = 11, 215 = 12},
H9 = {1, 22 = 4, 24 = 16, 26 = 7, 28 = 9, 210 = 17, 212 = 11, 214 = 6, 216 = 5}.
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2. Bestäm antalet delgrupper till en cyklisk grupp med 63 element.

Lösning: En cyklisk grupp G med n element har precis en delgrupp för varje delare d till
n. För den givna gruppen G gäller att

n = 63 = 7 · 32,

antalet delare blir d̊a antalet möjliga sätt att kombinera potenser 7e och 3f , av talen 7 och
3, med 0 ≤ e ≤ 1 och 0 ≤ f ≤ 2. Vi f̊ar

SVAR: 2 · 3 = 6.

3. Vilka av följande grupper är cykliska?

(a) (Z2,+)× (Z3,+).

Lösning: Elementet (1, 1) genererar den direkta produkten ovan eftersom givna grup-
pen har sex element och elementet (1, 1) varken har ordning 2 eller 3 eftersom

2(1, 1) = (0, 1) = 6= (0, 0), och 3(1, 1) = (1, 0) 6= (0, 0),

och d̊a ordningen av elementet (1, 1) delar talet 6 s̊a måste detta element ha ordning
sex och allts̊a är givna gruppen cyklisk.

(b) (Z8,+)× (Z9,+).

Lösning: Elementet (1, 1) genererar den direkta produkten ovan eftersom givna grup-
pen har 72 element och om elementet (1, 1) har ordning k s̊a måste

k(1, 1) = (k, k) = (0, 0),

vilket ger att 8 delar k och 9 delar k och allts̊a 72 delar k. Allts̊a har elementet (1, 1)
ordning 72 och den givna gruppen är cyklisk.

(c) (Z8,+)× (Z3,+)× (Z3,+).

Lösning: L̊at (a, b, c) vara ett godtyckligt element i den givna gruppen. D̊a gäller,
eftersom a ∈ Z8, b ∈ Z3 och c ∈ Z3 att

24(a, b, c) = (0, 0, 0),

och allts̊a finns inget element som kan ha ordning 72, vilket var antalet element i
gruppen.

4. Hörnen i en kvadrat färgas svarta eller vita. Kvadraten kan sedan speglas, vridas och vändas.

(a) Bestäm en bana med precis tv̊a element, och en bana med precis fyra element.

Lösning: Vi numrerar hörnen 1, 2, 3 och 4 s̊a att hörn 1 har kant till hörn 4 och 2.
Och kodar färgläggningarna s̊a att 0 betyder vit färg och 1 svart färg, s̊a tex (0, 1, 1, 1)
betecknar den färgläggning där hörn 1 är vitt och de övriga svarta.
En bana med tv̊a element är d̊a

{(0, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0)},

och en bana med fyra element är d̊a t ex

{(0, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0)}.
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(b) Bestäm satibilisatorn till en färgläggning där tv̊a närliggande hörn är vita och de övriga
tv̊a svarta.

Lösning: Vi betraktar färgläggningen (0, 0, 1, 1). Stabilisatorn best̊ar av de vridningar,
vändningar och speglingar som avbildar kvadraten p̊a sig själv och s̊a att färgläggningen
bevaras. Identiteten, dvs ingen vridning etc alls är en s̊adan. Den enda andra möjligheten
ges av att 1 → 2 och 2 → 1 och d̊a måste även 3 → 4 och 4 → 3. S̊a
SVAR Med v̊ar färgläggning blev stabilisatorn {id, (1 2)(3 4)}.

(c) Använd den sk Burnsides lemma för att beräkna antalet banor.

Lösning: Vi listar upp gruppen G av alla vridningar som avbildar kvadraten p̊a sig
själv och antalet färläggningar |F (g)| som fixeras av respektive element g ∈ G:

G |F (g)|
id = (1)(2)(3)(4) 24 = 16

(1 2 3 4) 2
(1 3)(2 4) 22 = 4
(1 4 3 2) 2

(1)(3)(2 4) 23 = 8
(2)(4)(1 3) 23 = 8
(1 4)(2 3) 22 = 4
(1 2)(4 3) 22 = 4

,

och allts̊a med Burnsides lemma
SVAR:

1
|G|

∑

g∈G

|F (g)| = 1
8
(16 + 2 · 8 + 3 · 4 + 2 · 2) =

48
8

= 6.

5. Visa att mängden
Z[
√

2] = {n + m
√

2 | n,m ∈ Z},
där Z betecknar mängden av hela tal, bildar en ring.

Lösning: Den giva mängden är en delmängd till ringen av reella tal, där samtliga räknelagar
för ringar är giltiga, s̊a det enda vi behöver kontrollera är att den givna mängden är sluten
m a p addition och multiplikation samt att nollelement och additiva inverser till samtliga
element existerar.

Vi testar nu slutenheten

(n1 + m1

√
2) + (n2 + m2

√
2) = (n1 + n2) + (m1 + m2)

√
2 ∈ Z[

√
2],

eftersom n1 + n2 och m1 + m2 b̊ada tillhör Z. Vidare är multiplikationen sluten ty

(n1 + m1

√
2)(n2 + m2

√
2) = (n1n2 + 2m1m2) + (n2m1 + n1m2)

√
2 ∈ Z[

√
2],

eftersom n1n2 + 2m1m2 och n2m1 + n1m2 b̊ada är element i Z.

Nollelementet är 0 + 0
√

2 och varje element n + m
√

2 har additiva inversen −n −m
√

2 ty
summan av dessa element är ju 0.

6. Gruppen G är cyklisk och har en cyklisk delgrupp H med 105 element och en cyklisk delgrupp
K med 63 element. Bestäm H ∩K.
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Lösning: Vi observerar först att sgd(105, 63) = 21.

Eftersom H är cyklisk och talet 21 delar antalet element i H s̊a finns precis en delgrupp LH

till H med 21 element. Motsvarande gäller för delgruppen K.

Nu använder vi Lagranges sats. Vi finner att antalet element i G delas av b̊ade 105 och
63 och allts̊a att talet 21 delar |G|. Eftersom G är cyklisk s̊a har G precis en delgrupp LG

med 21 element. Men b̊ade LH och LK är ocks̊a delgrupper till G, eftersom H och K är
delgrupper till G, b̊ada med 21 element. Enda möjligheten är att dessa grupper är lika, dvs

LG = LH = LK .

Vi kan d̊a sluta oss till att LG = LH = LK ⊆ K och LG = LK = LH ⊆ H och allts̊a

LG ⊆ H ∩K.

Men H∩K delgrupp till b̊ade H och K ger att antalet element i H∩K delar antalet element
i b̊ade H och K och allts̊a

|H ∩K| | sgd(105, 63) = 21.

Vi f̊ar allts̊a att |H ∩K| ≤ 21. Men d̊a H ∩K inneh̊aller en delgrupp LG med 21 element s̊a
måste |H ∩K| ≥ 21. Vi har nu kommit fram till att

21 ≤ |H ∩K| ≤ 21,

och allts̊a att
|H ∩K| = 21.

Men d̊a |LG| = 21 och LG ⊆ H ∩K s̊a måste gälla att

H ∩K = LG,

där LG var den unika delgruppen till G med 21 element.

SVAR: H ∩K är den unika delgruppen till G som har 21 element.

7. Betrakta en grupp G som verkar p̊a en mängd S. Banan O inneh̊aller 7 element ur S och
stabilisatorn till elementet s ∈ O best̊ar av 4 element. Bestäm antalet element i G.

Lösning: Fr̊an den bakomliggande teorin för banor och sabilisatorer vet vi att, med bokens
beteckningar, om H är stabilisatorn till s,

H = G(s → s),

och s′ ett annat element i samma bana, och g ett element i G s̊adant att g(s) = s′ s̊a gäller
att

G(s → s′) = gH.

Varje element i banan O motsvarar allts̊a en unik sidoklass till satbilisatorn H till s ∈ O
(och H är ju en delgrupp till G).

D̊a H har fyra element och antalet sidoklasser är 7 s̊a måste G inneh̊alla precis 28 element.

SVAR: 28.

8. Undersök om mängden av 3× 3 matriser



0 a b
0 0 c
0 0 0


 ,

där a, b, c ∈ Z5, bildar en ring utan etta.
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Lösning: Den giva mängden S är en delmängd till ringen av R = M3×3(Z5) av 3×3-matriser
med element fr̊an kroppen Z5, där samtliga räknelagar för ringar är giltiga, s̊a det enda vi
behöver kontrollera är att den givna mängden är sluten m a p addition och multiplikation
samt att nollelement och additiva inverser till samtliga element existerar.

Vi kontrollerar nu att matrisen är sluten m a p addition:



0 a b
0 0 c
0 0 0


 +




0 d e
0 0 f
0 0 0


 =




0 a + d b + e
0 0 c + f
0 0 0


 ∈ S.

Vidare med multiplikationen



0 a b
0 0 c
0 0 0







0 d e
0 0 f
0 0 0


 =




0 0 af
0 0 0
0 0 0


 ∈ S.

Nollmatrisen fungerar som nollelement till mängden S och matrisen −A är ju additiv invers
till A i ringen R s̊a det som återst̊ar är att visa att A ∈ S medför −A ∈ S:

A =




0 a b
0 0 c
0 0 0


 ⇒ −A =




0 −a −b
0 0 −c
0 0 0


 ∈ S.

9. Bestäm samtliga enheter i ringen R = M2×2(Z2) av 2×2-matriser med element fr̊an kroppen
Z2.

Lösning: Vi definierar determinanter p̊a sedvanligt sätt och räknelagen det(AB) = det(A) det(B)
kommer att vara giltig. S̊a om A är en inverterbar matris finns en matris B s̊adan att

AB =
[

1 0
0 1

]
,

och eftersom identitetsmatrisen kommer att ha en determinant som är lika med 1, s̊a måste
det(A) 6= 0 om A är inverterbar. T ex genom att testa samtliga 16 matriser i den givna
ringen ser man att ringen R best̊ar av 6 matriser med nollskild determinant:

[
1 0
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
1 1
0 1

]
,

[
1 0
1 1

]
,

[
0 1
1 1

]
,

[
1 1
1 0

]
.

Vi prövar vidare och ser att de första fyra matriserna är sina egna inverser medan de tv̊a
sista är varandras invers.

10. Betrakta ringen R = M3×3(Z3) av 3×3-matriser med element fr̊an kroppen Z3. Visa att om
A ∈ R och det(A) = 0 s̊a finns alltid en matris B s̊adan att AB = 0. Kommer det d̊a ocks̊a
att finnas en matris C s̊a att CA = 0?

Lösning: Uppgiften blir trivial om vi till̊ater B och C att vara nollmatriser. S̊a vi antar att
det var icke nollmatriser som söktes!! Vi vet fr̊an den linjära algebran att om determinanten
för en matris A är noll s̊a är kolonnerna linjärt beroende. S̊a om kolonnerna i A är k̄1, k̄2

och k̄3 s̊a finns element λi, för i = 1, 2, 3 s̊adana att

λ1k̄1 + λ2k̄2 + λ3k̄3 = 0̄.

Vanlig matrismutiplikation ger nu att med

B =




λ1 λ1 λ1

λ2 λ2 λ2

λ3 λ3 λ3


 ,
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s̊a blir AB = 0.

Eftersom det(AT ) = det(A) = 0 s̊a finns en matris D till AT s̊adan att AT D = 0. Transpo-
nering i denna likhet ger nu att DT A = 0T = 0. De sökta matrisen C ges nu av matrisen
C = DT .


