Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nagra évningar infor lappskrivning nummer 2A pa kursen Diskret ma-
tematik fér D2 och F, SF1631 och SF1630, vt10.

1. Bestdm den storsta gemensamma delaren och den minsta gemensamma multipeln till de
bagge talen 732 och 568.

Lo6sning:
732 = 568 + 164
568 = 3-164 + 76
164 = 2-76 + 12
% = 6-12 + 4
12 = 34 + 0

Den sista ickeférsvinnande resten i Euklides algoritm &r den storsta gemensamma delaren.

Ur sambandet
(a,b) a-b
magm =
g, sgd(a,b)
far vi nu resten av svaret.

Svar: sgd(732,568) = 4 och mgm/(732,568) = 103944.

2. Bestam en l6sning till den diofantiska ekvationen 732z + 568y = 24.

Losning: Bestammer forst en 16sning till den diofantiska ekvationen 732x + 568y = 12,
eftersom 12 upptriader som en rest vid Euklides algoritm i uppgift 1. Anvinder rékningarna
i algoritmen.

12 = 164—2-76 = 164—2-(568—3-164) = 7-164—2-568 = 7-(732—568)—2-568 = 7-732—9-568.
Alltsa
12="7-732—9-568,
och darmed
24 =14 -732 — 18 - 568.
Svar: T ex © = 14 och y = —18.

3. Undersck om talet 197 &r ett primtal.

Losning: Om 197 ej dr ett primtal sa finns ett primtal p < v/197 som delar 197, se liroboken
eller anvéind foljande resonemang: Om 197 ej &r ett primtal sa finns primtal p1, pa, ..., Pk,
k > 2, sadana att

197 =p1-p2 - ... Pk

dar vi kan forutsitta att

Da giiller sékert att
pi<pp2 <197 = p < VIOT.

Roten ur 197 dr mindre &n 15 ty 152 = 225 sa det réicker att testa om nigot av primtalen,
2, 3,5, 7,11 eller 13 delar 197, vilket det &r ldtt att kontrollera att de inte gor.



4. Skriv talet 37512 som en produkt av primtal.
Losning:
37512 =2-18756 = 2-2-9378 = 23 . 4689 = 23 . 3. 1563 = 23 . 3% . 521.

Men 521 &r ett primtal eftersom inget av primtalen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 delar talet, och
nésta primtal 23 i kvadrat &r storre &n 521.

Svar: 37512 = 23 - 32 . 521.

5. Visa att om z och y #r hela tal sidana att 22 — y? &r ett jimnt tal s #r detta tal ocksa
delbart med 4.

Losning: Eftersom 22 — y? kan faktoriseras

? =y = (z+y)(z —y),

sa maste primtalet 2 dela minst en av dessa faktorer eftersom talet 2 férutsattes dela vénstra
ledet ovan. Men vi finner att

THy=scr+y—2y=2z—y,
sa om = + y ar delbart med tva sa maste dven x + y vara det och vice versa. Vi har da
r+y=2k x—y=2k — (z +y)(z — y) = 2k2k" = 4kK/,
och saledes att talet 4 delar 2% — y2.

6. Visa att om p &r ett primtal s giller att om p delar a och p delar a? + b? sa giller det att
p delar b.

Losning:
p|oa = pl@@+t*)—a-a = plb? = p|bb = pl|b
p | a®+0b? pila a-a p p p|o.

7. Los i ringen Z43 ekvationen 34x + 7 = 42.
Losning: Svaret ges av
r=34"1-(42-7)=34""1.35.

Beréknar inversen till elementet 34 i ringen Z,3 enligt standardmetoden med Euklides algo-
ritm:

43 = 34 + 9,
34 = 49 - 2
9 = 4.2 + 1

varur
1=90—-4.-2=90—-4(4-9-34)=4-34—15-9=14-34—15(43 — 34) = 19 - 34 — 15 - 43,

varur

Vi vet nu att 34=! = 19 och far da att

2 =19-35=19-(—8) = 38 (—4) = (—5)(—4) = 20.



8.

10.

Bestém den minsta positiva rest som erhalles nir talet 8°°3 delas med talet 21 respektive
delas med talet 23.

Losning: Vi ser att
82 =64=3-21+1,

dvs att
82 =921 1.

Alltsa far vi att
8553 =9 (82)276 . 8 =9 1276 . 8

Alltsa ar 8 en rest vid division med 21, och eftersom den &r ickenegativ och mindre &n 21 sa
dr det den minsta positiva resten.

Nar vi delar med 23 anvander vi att 23 &r ett primtal och att ddrmed Fermats lilla sats ar
tillampbar. Den ger att

8953 =3 (822)%5 .83 = 12964 - 8 =93 (—5) - 8 =23 —40 =93 6.

Bestdm samtliga hela tal z, saidana att

x = 3 (mod?7),
x = 4 (mod8),
x = 6 (mod?9).

Lo6sning Tillimpar kinesiska restsatsen och ansétter
2=A-8-94B-7-9+C-7-84n-7-8-9.
Loser nu foljande tre kongruensekvationer:
A-8-9=,3 & 24=3 & A=;5,

B79584 = —BES4 = BES_4ES47

samt

C-7-8=96 & -20=g6 < (=9-—-3=¢6.
SVAR: 2=5-8-9+4-7-946-7-8+n-7-8-9 dir n &r ett godtyckligt heltal.

2:

Visa att ekvationen x —1 inte &r losbar i ringen Zggg, men att den ekvationen faktiskt &r

16sbar i ringen Z1105.
Losning: Eftersom 990 =9-11-2-5 sa vet vi att

Zggg R Ly X L X Lg X Z11
varvid elementet z i ringen Zggy svarar mot nedanstaende element
x +«— (z (mod2),z (mod5),z (mod?9),z (mod 11)),
och elementet 2 mot elementet
2

> «—— (2 (mod 2),z> (mod 5),z®> (mod 9),2® (mod 11)),

Da uppenbarligen —1 svarar mot elementet (—1, —1, —1, —1) s& maste vi finna tal i samtliga
dessa ringar vars kvadrater blir lika med —1. Men i ringen Z1; &r de ”jdmna” kvadraterna

Qi ={1"=(-1)*=1,2=(-2)? =4,3° = (=3)> =9,4° = (—4)* = 5,5" = (-5)* = 3}.

Ingen jamn kvadrat blir —1 = 10 i ringen Z1;. En 16sning saknas alltsa.



11.

12.

Déremot géller att 1105 = 5221 =513 - 17 och vid ndrmare kontroll finner man att
22 =5 1, 82 =3 —1, 4% =, —1,
och allsta finns (a,b,c¢) 1 Z5 X Z13 X Z17 vars kvadrat dr (—1,—1,—1), t ex
(2,8,4)* = (=1,—1,—1).
En 16sning z till ekvationen 2 = —1 ges alltsa t ex av den "kinesiska restsatslosning” till

kongruenserna
T =5 2, T =13 8, T =17 4,

som ligger i intervallet 0 < z < 1105.

Bestdm samtliga hel tal x sddana att

(x—=7)(x—12)=0 (mod 91).
Losning: Vi finner att 91 = 7 - 13 och allsa skall det gélla att

713 (x = 7)(z — 12).
Detta ger fyra mojligheter:
7-13 | (x—7) = r="T74+k- 91,
eller
7-13] (x —12) = r=12+Fk-91,

eller
r =77, och z=312,

varur vi latt ser 16sningen m hj av kinesiska restsatsen
r=—14+k-91
Eller till slut att
x =127, och z=712,
som vi raskt loser enligt formeln for kinesiska restsatsen till

r=19+k-91.

Bestém ringar Z,, respektive Z,,,, ddr n > 10 och m > 10, sidana att ekvationen z2+z+1 =0
ar losbar i Z,, men inte i Z,,.

Lo6sning En kvadratkomplettering ger
O=a?+ax+l=(x+27H2 -2 H2+1, <= (2 +27H)2 =27 -1
Nodvindigt och tillrickligt for 16sbarhet #r allsa att uttrycket (271)2 —1 &r en jimn kvadrat.

Lite trial and error ger att i ringen Z1; sd dr (271)2 —1=62—1=2—1=1, som ju &r en
jamn kvadrat. Ekvationen &r alltsa losbar i ringen Z;7.

Om ekvationen skulle vara losbar i ringen Zq5 skulle det finnas tal z sadana att talet 12
skulle dela 22 + z + 1 dvs
P rr4+l=n-12=n-6-2=F%-2
varur
2 +z+1=,0 = z(z+1) =21,
dvs z(z + 1) skulle vara ett udda tal.

Men talen z och x + 1 foljer pa varandra och det ena dr da jimnt eftersom vartannat tal &r
jadmnt. D& maste produkten x(z + 1) vara ett jamnt tal.

Det finns inga tal som bade dr udda och jimna, sa ekvationen kan inte vara losbar i ringen
Zlg.



