Matematiska Institutionen

KTH

Losningar till nagra 6vningar infér lappskrivning nummer 1 till kursen Diskret
matematik for D2 och F, vt10.

1.

Rita forst cykeln C43 i vilken de 13 noderna finns med. Den cykeln kommer att
utgora Hamiltoncykeln i grafen. Rita sedan ut ytterligare fyra kanter sa att det
uppstar noder med en udda valens. Da kommer det inte att finnas nagon Eulerkrets.

Noden med valens n ar granne med alla andra noder i grafen och maste déarfor fa
en egen farg. Cykeln C), ar, om n ar ett jamnt tal, 2-fargbar, varannan nod fargen
a varannan nod fargen b. Om n ar ett udda tal behovs minst tre farger till noderna
pa cykeln.

Svar: Om n udda fyra farger annars tre farger.
Summan av nodernas valenser ar
9-14+37-2+13-3+5-4 =142,

och summan av nodernas valenser ar alltid dubbelt sa stor som antalet kanter.
Antalet kanter ar saledes 71. Men antalet noder ar 9 4+ 37 + 13 + 5 = 64 och varje
trad med 64 noder har 63 kanter.

Ként ar att en sammanhangande graf har en Eulerkrets precis da alla noder har en
jamn valens. Samtliga noder i K14 har 13 grannar och darmed valensen 13. Minst
en kant fran varje nod maste saledes tas bort. Lat noderna bilda sju olika par och
ta bort kanten mellan noderna i varje par. Fortfarande ar grafen sammanhangande
men nu har alla noder jamn valens.

SVAR: Minst sju kanter maste tas bort.

Ett trad har inga cykler och darfor inga cykler av udda langd och varje graf som
saknar cykler av udda langd ar bipartit enligt kand sats.

. Vi delar in de sju noderna i K7 i tva delmangder X oh Y och vi tillater inga kanter

mellan noderna i X och inga kanter mellan noderna i Y. Sa vi maste ta bort de
kanter i K7 som gar mellan noderna i X och de kanter som gar mellan noderna i Y.

Om X innehaller x noder kommer Y att innehalla 7 — x stycken noder och antalet
kanter som skall tas bort blir da minst

(x—1)+(x—2)+...+1:<‘;>

som ar antalet kanterna i K, mellan noderna i X och

(T—z—1)+(T—z—2) 4. 41= (7;5'7)

mellan noderna i Y. Totala antalet kanter som maste tas bort ar da minst

flz) = x(x;l) N (7—x)(72—x+1)'




Minimerar vi denna funktion t ex med hjalp av derivata ser vi att minimum intraffar
nar z = 3.5. Eftersom x &r ett heltal har vi i vart fall har vi ett minimum nar x = 4
(eller z = 3). Antalet kanter att ta bort blir da

(e

. Visar forst att grafen &r sammanhangande. En av noderna har valens 6 och den
noden och dess sex grannar tillhor samma komponent eftersom det finns en stig
mellan varje par av dessa noder. Aterstar tva noder. Om dessa tva noder inte
tillhor samma komponent som de ovriga sju sa kommer dessa noder bada antingen
ha valens ett, om de har en kant mellan sig, eller valens noll, om de ej ar forbundna
med en kant. Dock intraffar ej detta fall emedan ingen av noderna har valens ett
eller noll. Alltsa ar alla kanter forbundna med varandra med en stig och grafen &r
sammanhangande.

For att bestamma antalet omraden behover vi veta antalet kanter. Det géller
allmént att valenssumman ar tva ganger antalet kanter. Vi finner da att antalet
kanter e ar lika med

2e=4+4+34+3+4+3+6+3+2+4=32 — e=16.

Anvander vi Eulers polyederformel v + 7 = e + 1 4+ ¢, dar ¢ betecknar antalet
komponenter, far vi
r=e+2—-v=10+2-9=9.

. Lat v, e och r beteckna antalet noder, antalet kanter respektive antalet omraden.

Om varje nod har en valens av minst 4 sa kommer valenssumman att vara minst
lika med 4v och saledes géller att

1
2¢ > 4v  dvs vgie.

Varje kant gransar till precis tva omraden och, eftersom varje cykel har en langd av
minst 7, sa galler att

r < 2e dvs r < - e.
(For att inse detta faktum betrakta en e x r matris

aix @iz - Air
(g1 Q2 -+ Q2 & 1 om kanten e; grénsar till omradet 7;
ar a;; =
K 0 annars
Qel QAe2 " Qer

Radsummorna blir precis tva och kolonnsummorna minst sju. Totalka antalet ettor
i matrisen ar da dels 2e och dels minst 7r.)

Lat ¢ beteckna antalet komponenter i grafen. Eulers formel ger nu att

=v+ 1<1 +2 1
e=v+r—c _26 76 c ;



dvs

be < 14(—c—1),

vilket ju ar orimligt.

. Allmant galler att eftersom grafen G ar sammanhangande har den ett spannade
trad T" med samma nodmangd som G men med n — 1 kanter. Lat kanten e mellan
noderna v och u utgor skillnaden mellan G' och T.

(a)

Rita T" plant, dvs sa att inga kanter skar varandra, vilket ar mojligt eftersom
trad ar planara grafer. Rita till en nod = utanfor grafen och en kant fran v
till . Tradet har vuxit och kanten mellan v och z skar ingen annan kant.
Likaledes om vi istéllet tillfor en kant mellan v och . Sudda nu ut noden =
och lat kanten mellan u och v vara det som blir kvar nér = suddats ut (men
inte kanterna till x). Det vi da ser &r en plan ritning av grafen G.

SVAR: Ja, G kommer att vara planar.

En av n stycken kanter skall tas bort for att det som blir kvar skall vara ett
spannande trad. Sa maximalt finns n olika mdjligheter att skapa spédnnande
trad till G. Dessutom maste den kant vi tar bort tillhora en cykel i grafen,
annars uppstar tva komponenter nar kanten tas bort. Tar vi bort en kant i en
cykel, vilken som helst, faller aldrig heller grafen sonder i tva komponenter.

Om G ar cykelgrafen C,, sa finns n mojligheter att ta bort en kant och som da
leder till n stycken olika (men isomorfa) spannande trad.

Eftersom vi utesluter multipla kanter ar den minsta cykellangden tre. Minst
tre olika spannande trad kan vi alltsa alltid skapa.



