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Generellt giller att for full podng krivs korrekta och val presenterade resone-

mang.

DEL 1

1. (3p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 85 och e = 55. Dekryptera
meddelandet 2, dvs bestdam D(2).

Losning: Eftersom = 85 = 5-17 blir m = (5 — 1)(17 — 1) = 64, och d ges

av inversen till e = 55 i ringen Z,,. Men 55 = —9 i denna ringen och da
7-9 = —11i denna ring har vi att 7- (—9) = 1 och inversen till 55 &r lika
med d =T1.

SVAR: D(2) = 27 (mod 85) = 43.

2. Nedanstéaende matris dr en parity-check (kontroll-) matris till en 1-felsrattande
kod C

01 1 0 01
001 111
= 11 01 01
01 1 111

= - O O

o = O

0

(a) (1p) Underssk om koden C kan rétta ordet 01111011, och rétta ordet

isa fall.



Losning: Vi far

0

1
01 100100 1 0
00111101 1] 10
1101 0110 1] |1
01 111110 0 1

1

1

vilket ar kontrolmatrisens kolonn nummer 7, och &ndrar vi i denna
position i ordet far vi ett kodord, kodordet

SVAR: 01111001
(b) (1p) Bestdm tva olika ord i C'.

Lésning: Ordet vi fann i uppgift a) och nollordet som ju alltid finns
med i koder definierade med hjélp av kontrollmatriser.

(¢) (1p) Bestdm antalet ord i C.

Losning: 2874 = 16.

3. (3p) Kroppen F bestar av de 25 elementen az + b dér a och b tillhor
kroppen Z5, och ddr man vid multiplikation av de 25 elementen kan ersétta
22 med elementet 2. Bestdm ett element z i kroppen F sadant att

(x+1)%2 =3z + 2.

Lésning: Vi beriknar forst (x 4+ 1)? och far
(z+1)2=2+22+1=22+3,
sum ju rakar vara lika med —(3x + 2) och alltsa ser vi néstan omedelbart
att
SVAR: z = —-1.
4. (3p) Lat p vara ett primtal och Q méingden av alla kvadrater skilda fran

noll i ringen Z,. Visa, genom att verifiera de fyra axiomen fér en grupp,
att Q utgor en grupp under operationen multiplikation.

Losning: (i)(slutenheten): Om a,b € Q sa har vi att a = 2% och b = y?
vilket medfor att ab = (zy)? och dirmed giller att ab € Q

(ii) (associativiteten:) Antag a,b,c € Q. Da géller att a,b,c € Z, och i
denna ring giller associativitet vid multiplikation, alltsa

a(bc) = (ab)c .



(iii) (ewistens av identitet) D& 1 = 12 s& har vi att 1 € Q och vidare for
varje a € Q géller jua-1=1-a = a eftersom a ju &dven tillhér Z,.
(iv) (emistens av invers) Om a € Q s a = z* for nadgot © € Z,. Men

eftersom p dr ett primtal s& har z en invers 7! i Z,, och vi finner att med
b= (z71)% 54

a-b=zxz lz7t=1,

dvs a har inversen b = (z71)? € Q.

5. (3p) Betrakta gruppen G = (Zi5,+) och bestiim en sidoklass S till nagon
delgrupp H till G sadan att elementen 3 och 7 tillhér S men 5 inte tillhor
S.

Losning: Uppgiften felformulerad och problemet utgick ur tentamens-
skrivningen.

DEL I1

6. (3p) Hur méanga halsband med fem pérlor kan man skapa om det finns ¢
stycken olika fiarger att vélja bland till pérlorna.

Losning: Vi anvinder Burnsides lemma och stéller for den skull upp ta-
bellen nedan. I denna tabell betecknar Aut(H) gruppen av alla vridningar
och véindningar av halsbandet som vrider det till sig sjilv, samt |Fiz(p)|
betecknar for vridningen ¢, antalet farglidggningar som fixeras av ¢. Ta-
bellen blir

Aut(H) |Fiz(o)|
id. 7
(12345) q
(13524) q
(1 425 3) q
(1 543 2) q
(1)(25)(3 4) ¢
(2)(13)(45) ¢
(3)(24)(15) ¢
(4)(35)(12) ¢
(5)(14)(23) ¢

Eftersom antalet element i Aut(H) &r 10 ger Burnsides lemma

SVAR:

1
To(q5 +5¢° + 4q) .



7. (4p) Bestdm samtliga delgrupper till gruppen (Zag \ {0}, - ).

Losning: Eftersom 29 &dr ett primtal sa &r ringen en kropp, och da ar dess
multiplikativa grupp cyklisk. Vi understker nu om elementet 2 genererar
den gruppen som bestar av 28 element. Enligt en foljdsats till Lagranges
sats sa delar ordningen av elementet 2 talet 28. Vi underscker dérfér om
nagon av potenserna 22, 24, 27 och 2'* blir lika med 1 i ringen Zsg. Vi
finner

2 =4+1, 22=16#1, 2"=12+#1, 2M=122=—1+#1.

Enda mojligheten &r att elemetet 2 har ordining 28, och saledes genererar
kroppens multiplikativa grupp.

Enligt kdnd sats har en cyklisk grupp med n element precis en delgrup
med d element for varje delare d till n, och inga andra grupper. Eftersom

(Zoo \ {0}, - ) ={2,2%,23,2% ... ,228 =1},

ser vi delgrupperna med 1, 2, 4, 7 och 14 element:
H, ={1}, Hy=<2">={2"1}={-1,1},
Hy =< 2" >= {272 22! 1} = {12, -1, 12,1} ,
H; =<2 >=1{2%28 212 1}, Hy=<2’>,

samt hela gruppen.

8. (4p) Undersok om polynomet
2% +32° + 62 + 72 + 62* + 3z + 1

ar irreducibelt i polynomringen Zs[x].

Losning: Uppenbarligen saknar polynomet nollstéllen i ringen Zs, sa vi
undersoker eventuella faktorer av grad tva, och som da maste vara irre-
ducibla, ty annars skulle det funnits ett nollstélle till polynomet. Division
med det enda sadana irreducibla polynomet 2 + = + 1 ger

20+ 325 + 62t + 72 + 621 + 30+ 1=
(? + o+ 1) (2" + 223 + 327 + 224+ 1),

sa polynomet &r inte irreducibelt.



DEL III

Om du i denna del anvinder eller hanvisar till satser fran liroboken skall dessa
citeras, ej nédvéandigvis ordagrant, diar de anvénds i l6sningen.

9. Méngden av permutationer pa méingden {1,2, 3,4} bildar en grupp med
24 element, och som brukar betecknas Sjy.

(a) (1p) Bestdm en delgrupp H; med 8 element till gruppen Sy.
Losning: Ett element med ordning 3 kan aldrig tillhéra en grupp med

8 element, sa elementen i H &r antingen 4-cykler, eller 2-cykler, eller
produkter av 2-cykler. Efter lite exprimenterande med delgruppen

Ki={e=id.,a=(12)(34),b=(13)(24),c=(14)(23)}
dér alla element har ordning 2, samt
ab=c, ac=b, bc=a,

finner vi med ¢ = (1234) att

pa = (13) = cp, c=(24)=ayp

samt givetvis, dd ¢? = b, att b = bp = 3.

Ur rdkningarna ovan framgar att méngden
Hi =K, UKy,

dvs méngden
Hy ={id., (1 2)(34),(13)(24),(14)(23),(13),(24),(1234),(1432)}

dr sluten under multiplikation, och sasom delméngd till en dndlig
grupp, darmed en grupp.

(b) (2p) Det finns ytterligare tva delgrupper Hs och Hj till S4 och som
har 8 element. Bestdm Hs och Hs.

Losning: Elementen 1, 2, 3 och 4 dr ”jamlika” sa byter vi t ex ut 2
mot 3, och 3 mot 2, i rikningarna ovan far vi ocksa en grupp:

Hy, ={id., (1 3)(24),(12)(34),(14)(23),(12),(34),(1324),(1423)}
liksom om vi byter ut 3 mot 4 och 4 mot 3

Hy = {id., (12)(3 4),(14)(23), (13)(24), (14),(23),(1243),(1342)}

(¢) (2p) Undersok om nagra av grupperna Hy, Hy och Hs #r isomorfa
med varandra.



Lésning: Utbytena ovan av symbolerna 1, 2, 3 och 4 beskriver precis
isomorfierna mellan grupperna, vilket beskrivs mer precist i vad som
foljer.

Vi skriver nu permutationerna pa tablaform och isomorfin mellan
gruppen Hi och Hy med 6 och har da

0:H, — Hy,

dar

diir ¢ = (2 3).
Pa precis samma sétt far vi isomorfin mellan H; och Hs. Eftersom
H, och H; bada &r isomorfa med H; sa ar dven Hy och Hz isomorfa
som grupper.

10. (5p) En felriittande kod C 6ver ett alfabete med fyra symboler, och dér
orden har langd 5 kan konstrueras enligt féljande recept:

Betrakta kroppen GF(16) med 16 element och vars multiplikativa grupp
genereras av elementet 9. Lat Ky vara delméngden

KO = {07 17195,1910} 9

till GF(16), samt 1at K; = 9'K for i = 1,2,3,4. Vi definerar nu C' som
miéngden av alla de 5-tiplar (cg, ¢1, co, c3,¢4) som &r sadana att

cot+crteateztes=0,

dér ¢; € K, for i =0,1,2,3,4.

Diskutera vilka egenskaper koden C' har och om denna konstruktion gar
att generalisera.

Losning: Koden kommer att vara en 1-felsrittande kod med egenskapen
att varje mojligt ord i Ky x K7 X Ko x K3 x K4 &r pa avstandet 1 fran
nagot kodord. Vi bevisar nu detta.

Tag ett godtyckligt ord (zg,. .., x4) i den direkta produkten ovan. Vi bildar
nu summan

S=x9+x1+...+T4,

och elementet s kommer att tillhora GF(16) eftersom s ér en summa av
element i denna kropp. Det ar lidtt, t ex genom inspektion, att 6vertyga



sig om att varje element, skilt fran noll, i denna kropp tillhor precis en av
méngderna K, for i = 1,2,3,4,5. Om nu t ex s = y; € K; sa far vi att

ro+ (1 —y1)+ @2 +r3+ 24 =5-5=0,
vilket ger att ordet
(.%'0,1‘1,:1)2,1‘3,5(}4) — (07y1,0,0,0) eC.

Varje ord ligger saledes pa avstand ett fran nagot kodord.

Om minimiavstandet i koden &r 3 sa &r koden 1-felsrdttande. Antag nu
att orden T = (x1, T2, T3, x4, T5) och T’ = (2}, x5, %, xy) har avstand tva
och att t ex xg # a4 och x4 # 2. Da giller

0=0-0=(zo+x1+...+x4) — () + 2, +...+2)) =
/ /
=Ty —To+ Ty — Ty,
dvs
T —xh =) — 14 .

Men a9 — x4 € K och x4 — ) € K4 och da dessa additiva grupper endast
har nollelementet gemensamt sa maste xo — 25 = 0 och x4 — ) = 0, och
ddrmed har vi att T = Z’. Pa ett liknande siitt inses att tva ord i C aldrig
kan ha avstandet 1 fran varandra.

Nu har vi visat att koden ocksa ar 1-felsriattande.

Och givetvis gar konstruktionen att generalisera. Lat F’ vara en delkropp
till kroppen F. Multiplikativa gruppen G’ = (F’ \ {0}, - ) i F’ &r da en
delgrupp till multiplikativa gruppen G = (F'\ {0}, - ) i F'. Sidoklasserna
till G’ i G dvs mingderna G; = «;G', for i = 1,2,...,n = |G|/|G'],
ar disjunkta och técker dver hela G. Dessutom &r méngderna G, U {0}
additiva grupper, ty t ex

ag +ah’ =algd'+ 1) € aG’,

eftersom G’ U {0} = F” &r en kropp.

Sa bildar vi koden C' som méngden av de ord (¢1,¢a,. .., ¢y,) i den direkta
produkten Gy X Go X ... x GG, som &r sadana att

ci+ec+...+¢,=0,

far vi, med en motivering som ord for ord &r som den ovan givna motive-
ringen, en sa kallad perfekt 1-felsréittande kod.



