Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment A, for D2 och F, SF1631 och
SF1630, den 15 mars 2010 k1 14.00-19.00.

Hjilpmedel: Inga hjdlpmedel ir tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgrinser: (Totalsumma poéng &r 36p.)

12 poing totalt eller mer ger minst omdomet  Fx
15 poing totalt eller mer ger minst betyget
18 poing totalt eller mer ger minst betyget
22 poing totalt eller mer ger minst betyget
28 poing totalt eller mer ger minst betyget
32 poéng totalt eller mer ger minst betyget

> w0 om

Bonuspoing: Bonuspoing erhéllna fran lappskrivningar till kursen under vt08 adderas till skrivnings-
poédngen.

Generellt giller att for full podng krévs korrekta och vil presenterade resonemang.

DEL I

1. (3p) Bestim den storsta gemensamma delaren till de bagge talen 757 och 908.

Losning: Euklides algoritm ger

908 = 757 + 151
77 = 5-151 + 2
151 = 7.2 + 1

Sista ickeforsvinnande resten ér 1 sd

Svar: Den storsta gemensamma delaren &r 1.

2. (3p) Los rekursionsekvationen
ap = Tap_1 — 10ay,_9 , n=23,...,

med startvirdena ag = 0 och a1 = —3.

Losning: Rekursionsekvationens karakteristiska ekvation
2 =1Tr—10,
har rotterna » = 2 och r = 5. Sa allmén 1sning &r

an=A-2"+B-5".



Anpassning tillbegynnelsevirdena ger

A + B = 0
2A + 5B = -3
varur A = 1 och B = —1 erhélles.

Svar: a,, = 2™ — 5",

3. (a) (1p) Ange det kromatiska talet for den komletta bipartita grafen Kus2 34;.

Losning: Alla bipartita grafer med minst en kant har kromatiska talet 2, sa
Svar: 2.
(b) (2p) Rita en graf, utan multipla kanter och loopar, med 7 noder och vars kromatiska tal &r 4.

Losning: Rita tll exempel en komplett graf K, med fyranoder samt tva isolerade noder, dvs
med valensen ett.

4. (3p) Ar nedanstiende tva summor, nir de summeras ihop, lika eller olika:

120 120
120 120
k 120—k k 120—k
> 17t 12 (k:) resp. ) 8°-26 (120!4:)'

k=0 k=0

Losning: Ja eftersom den forsta summan &r (17 + 19)!2° = 29129 och den andra summan &r (3 +
26)120 — 29120_

5. (3p) Bestdm antalet tal 1 < n < 700 som inte delas av nagot av talen 2, 5 eller 7.

Losning: Vi konstaterar att 700 = 22 - 52 . 7 s4 ett tal mellan 1 och 700 som inte delas av nigot av
talen 2, 5 eller 7 maste sakna gemensam delare med talet 700, dvs vara relativt primt till 700. Antalet
tal mellan 1 och 700 som &r relativt prima med 700 ges av Eulers (-funktion, som vi enligt formel i

detta fall far till
(700) = 700(1 — 2)(1 = 1)1 = 1) = 240
14 - 2 5 7 T

Alternativt kan man anvinda inklusion exklusion.

DEL II

6. (3p) Lat p(n) beteckna antalet hela tal 1 < m < n som ir relativt prima med n. Definiera en
funktion ¢(n) genom

Hirled ett explicit uttryck for ¢ (n).

Losning: Talet n och n? har primtalsfaktoriseringar

__ €162 (% 2 2ey,2es 2ex
n=p; Py .- -Pr n"=py Py .--.Dp

dér py, pa, ..., p ar olika primtal och alla tal e; dr positiv heltal. Vi finner da att

n? - H?:l(l - i) n?

Y(n) = g&(nQ) = Pii = =n

o(n) ~ m M, (1-1) "



7. (3p) Kan det finnas nagon sammanhingande planir graf vars alla noder har en valens (grad) storre
dn fyra och alla cykler i grafen har en lingd minst lika med fyra.

Losning: Lat e beteckna antalet kanter, v antalet noder, och r antalet omraden som uppstar vid en
plan ritning av grafen. Det kan finnas kanter som bara gréinsar till ett omrade, en sa kallad bro. Varje
gang en sadan kant tas bort 6kar antalet komponenter med 1. Lat b beteckna antalet sddana kanter.

Eftersom alla noder har en valens storre 4n fyra sa ger sambandet mellan summan av alla valenser
och antalet noder att

e>2v.
Vi tar nu bort broarna och far, emedan cyklerna fortfarande har en lingd av minst fyra, att
2(e —b) > 4r,

och att antalet komponenter dr ¢ = b + 1.

Vi tillimpar nu Eulers formel pa det som aterstar av grafen sedan broarna avlidgsnats:
e+2=e—b+b+l+l=e—b+tc+l=v+r<e/2+e/2-b/2=e—-b/2,

vilket ju dr orimligt.

Svar: Ne;j.

8. Lat Sg beteckna mingden av permutationer pd mingden {1,2,...,8}, och lit ¢ och ¢ beteckna
permutationerna (cykelnotation)

v=(1234)(567), v=1(135)(246).
(a) (1p) Bestim en permutation vy € Sg sadan att

V=9

Losning: Vi finner att
vchw_l =(135)(246)(4321)(765)=(16)(23457).
(b) (2p) Varfor finns det ingen permutation v € Sg sadan att

vy =y ?

Losning: Da skulle

vyt =,

och 1) och ¢ skulle vara konjugerade. Men de &r av olika typ och kan da inte vara konjugerade.

(c) (2p) Finns det nigon permutation vy # (1) sddan att

Yyt =1 ?

Losning: Detta skulle innebéra tt 1) = 1). Men tag till exempel
y=9,

sa dr ju detta uppfyllt.




DEL III

Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

9.

10.

(a) (1p) Bestéim antalet ekvivalensrelationer pd mingden {1, 2, 3,4} s&dana att 1 inte 4r ekvivalent

med 2.

Losning: Varje ekvivalensrelation svarar unikt mot en uppdelning i ekvivalensklasser. Vi far
foljnde uppdelningar Fyra ekvivalensklasser:

{13 {2}, {3} . {4},

Tre ekvivalenskalsser

{1}, {2}, {3,4},

eller
{1,4},{2},{3},

{13}, {2} . {4},
{1}.{2,4} . {3},
{1} .{2,3} . {4},

Vid tva ekvivalensklasser har vi att fordela elementen 3 och 4 pa delméingderna med elementen
1 och 2. S totalt finns det 22 = 4 ekvivalensrelationer som ger upphov till tvd ekvivalensklas-
ser.

Svar: 10 olika ekvivalensrelationer.

(b) (4p) Bestdm antalet ekvivalensrelationer pA mingden {1,2,3,...,7} sidana att 1 inte dr ekvi-

valent med 2.

Losning: Varje ekvivalensrelation svarar unikt mot en uppdelning av givna mingden i disjunkta
ekvivalensklasser. Svaret ges da av uttrycket

N = S(7,1)+8(7,2)+ - -+S5(7,6)+S8(7,7) — (S(6,1)+5(6,2)+ - -+S5(6,5)+5(6,6)) ,

eftersom vi maste dra i fran de fall nér 1 och 2 betraktas som samma element.

Vi anvénder rekursionen S(n, k) = S(n— 1,k — 1)+ kS(n — 1, k) for att skriva upp ”Stirlings
triangel” varur vi hiamtar talen nodvindiga for att berikna summan ovan. Vi far tillslut att det
sokta talet NV blir

N=1+63+301+350+140+214+1—-(14314+90+65+15+1)=674.

(a) (2p) Visa att om for de tre talen x, y och z giller att

3 3 3
4yt =z,

sé delar talet 7 minst ett av dessa tre tal.
Losning: Vi bestimmer alla 3-potenser i ringen Z7, och finner
0=0,13=1,22=1,3"=6,24>=(-3)>=-6=1,



Sé 3-potenserna &r 0, 1, 6. Vi studerar nu den givna diofantiska ekvationen modulo talet 7, och
ser att

3 4 y3 = 23

endast dr mojlig i tva fall. Antingen 23 =, 1 och y® =7 6 eller vice versa och z3 = 0 eller
att endera > eller y> ir ekvivalent med 0 modulo 7. Men om 7 delar ett tal w> si maste 7 dela
talet w.

(b) (3p) Bestém, och ange pa ett lampligt sitt, samtliga heltalstripplar (z, y, z) sddana att talet 37
inte delar nagot av talen z, y eller z men 4nda

23 +y3 =2 (mod 37) .

Losning: Om (x,y, z) ér en 18sning s& kommer (z(mod 37),y(mod 37), z(mod 37)) att
vara en 10sning i ringen Z37. Vi borjar med att studera den givna ekvationen i denna ring.
Vidare, om (x,y, z) édr en 19sning s& kommer dven (rx, ry,rz) att vara en 16sning. Eftersom
alla element i Z37 &r inverterbara récker det i princip att hitta alla 16sningar av endera typerna
(0,0,0), (0,1, 2) resp (1, y, z) och sedan multiplicera med ett ringelement r for att fa samtliga
16sningar.

Fall 1. Typen (0, 0, 0) 16ser ekvationen och svarar mot heltalslgsningen

(z,y,2) = (37Tn,37m, 37k) ,

dir n, m och k ar godtyckliga heltal.

Fall 2. Typen (0, 1, 2), ger di 03 + 13 = 1 att vi behdver reda ut vilka element i Z37 som har
en trepotens som ér lika med 1. Vi finner generellt féljande, med T; = {r € Z3; | r® =i},

T, = {1,10,26}
Ts = {28,25,21}
Ts = {2,15,20}
Tio = {7,33,34}
Ty = {21,25,28}
Ty = {51318}
Tys = {19,24,32}
T26 = {9a12316}
Ty = {3,4,30}
Ty = {17,22,35}
Ty = {6,8,23)
Ty {11,27,36)

Detta ger att i fall 2 far vi 16sningarna
(x,y,2) € {(3Tn,r + 37m,rc+ 37k) | ¢ € {1, 10,26}

ochr=1,2,3,...,36.
Tillslut i fall 3 far vi 16sningarna, da t ex i ringen Zs7 gilleratt 1 +0 = 1, 1 + 10 = 11,
14 26 = 27 samt givetvis 1 + 36 = 0. Vi far 16sningarna

(x,y,2) € {(r +3™,3Tm,rc+37k) | c€T1}

(x,y,2) € {(r +3Tn,rb+ 37Tm,rc+ 37k) | b € T1o, c € T11}

(z,y,2) € {(r+3Tn,rb+ 37m,rc+ 37k) | b € Tag, ¢ € Toz}
eller

(x,y,2) € {(r +37n,rb+ 37m,37k) | b € Tz6, ¢ =0}
ochr=1,23,...,36.



