Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment A, fér D2 och F, SF1631
och SF1630, den 4 juni 2009 k1 08.00-13.00.

Hjilpmedel: Inga hjilpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgrinser: (Totalsumma poédng ér 36p.)

12 poing totalt eller mer ger minst omdomet Fx
15 poing totalt eller mer ger minst betyget
18 poing totalt eller mer ger minst betyget
22 poing totalt eller mer ger minst betyget
28 poing totalt eller mer ger minst betyget
32 poiéng totalt eller mer ger minst betyget

>wOom

Bonuspoing: Bonuspoing erhéllna fran lappskrivningar till kursen under vt10 adderas till skrivnings-
poédngen.

Generellt giller att for full podng krévs korrekta och vil presenterade resonemang.

DEL I

1. (3p) Los rekursionsekvationen
Ay, = 2ap_1 + 8ay,_o n=23...,

med ag = 3 ocha; = 0.

Losning: Rekursionsekvationens karakteristiska ekvation
2 =2r+8
har rotterna » = —2 och r = 4 och didrmed blir rekursionsekvationens allménna l6sning
an = A(=2)" + B4™ .
Nir vi soker en anpassning av A och B till begynnelsevirdesvillkoren far vi systemet

A+B = 3
—2A+4+4B = 0

som ju enkelt ses ha 16sningen A = 2 och B = 154
SVAR: a,, = 2(—2)" + 4™.
2. Lat A = {a,b,c,d} och B={1,2,3,4,5,6,7}.
(a) (1p) Bestdm antalet funktioner fran A till B.
Losning: Till varje element i A finns sju olika mojligheter att tillordna ett funktionsvide i B sa

totalt, enligt multiplikationsprincipen, finns
SVAR: 74 olika funktioner fran A till B.



(b) (1p) Bestdm antalet injektiva funktioner fran A till B.

Losning: Om vi succesivt viljer funktionsvérden &t a, b, ¢ och d har vi forst sju mojligheter for
f(a), sen sex mojligheter till f(b) etc sa
SVAR: 7-6 -5 -4 = 840 olika injectiva funktioner.

(c) (1p) Bestim antalet surjektiva funktioner fran A till B.

Losning: Eftersom antalet element i B &r storre dn antalet element i A sa finns ingen surjektion
fran A till B, sa

SVAR: 0.

3. Graferna du skall rita i denna uppgift skall sakna multipla kanter, dvs mellan varje par av noder finns
hogst en kant, och sakna loopar, dvs varje kant skall ga mellan tva olika noder.

(a) (1p) Rita en sammanhingande graf, enligt ovan, med 12 kanter och 9 noder, som har en Hamil-
toncykel men saknar Eulerkrets.

Losning: Rita forst en cykelgraf med noderna ay, for ¢ = 0,1, 2, ..., 8 och kanter mellan no-
derna a; och a;4+; fori = 0,1,...,7 samt mellan noderna ag och ag. Rita sedan kanter mellan
ag och ag, a; och az och a4 och ag till exempel. Cykeln i cykelgrafen dr en Hamiltonstig, och
eftersom det finns noder med udda valens saknas en Eulerkrets.

(b) (2p) Rita en sammanhiingande graf, enligt ovan, med 12 kanter och 9 noder, som har en Euler-
krets men saknar Hamiltoncykel.

Lésning: Rita en triangel med hornen a, b och ¢, samt med dubblerade kanter. Rita ut en nod
“mitt pa” varje kant. Nu har vi nio noder och tolv kanter, alla noder har jimn valens sa en
Eulerkrets finns, men det &r ju létt att se att ingen Hamiltoncykel finns.

4. For att fa podng pa uppgifterna nedan maste svaren motiveras.

(@) (1p) Arv = (12)(2 3)(3 4) invers till sig sjilv, dvs ¢ = 1~ L.

Loésning: Enklast dr kanske att forst skriva ¢ som en produkt av disjunkta cykler
Y=(1234).
Om ¢~! = 1 skulle 12 = id., men
P?=(13)(24) #id.,

SVAR: Ne;j.

(b) (1p) Ar permutationerna (1 2 3 4)(4 5) och (1 2 3 4 5) konjugerade permutationer.
Ldésning: Vi skriver den forst givna permutationen som en produkt av disjunkta cykler

(1234)(45)=(12345),

sa permutationerna &r inte bara konjugerade utan till och med lika.

(c) (1p) Ar permutationen ¢ = (1 5 4 2)(2 3 5 1)(3 2 4) av elementen i méngden {1,2,3,4,5}
en jimn permutation.

Losning: En cykel med jimn ldngd &r en udda permutation och en med udda lidngd &r en jidmn
permutation. Vidare &r udda génger udda jimnt, udda ganger jaimnt 4r udda och jamnt gdnger
jamnt dr jamnt, sa

SVAR: En jaimn permutation.



5. (3p) Berikna 1382%*! (mod 35).

Losning: Vi anvinder oss av Eulers sats som séger att
sgd(a,n) =1 = a?™ =1 (mod n)

dir ¢(n) dr Eulers -funktion.
Da 35 = 5 - 7 och dé varken 7 eller 5 delar talet 138 och da

1 1
P(35) =35(1 - 2)(1— =) =24

s far vi alltsé

138241 =35 (435 — 2)**! =35 (—2)*" =55 ((—2)*")'(-2)" =35 —2 =35 33..

SVAR: 33.

DEL 11

6. (3p) Rita en sammanhéngande ickeplanir graf med v > 7 noder och e < 10 kanter.

Losning: Tag den kompletta bipartita grafen /3 5 och rita till en kant fran valfri nod i denna graf till
en ny nod.

7. (4p) Ge en formel for antalet binédra ord av lingd n med a stycken nollor och b stycken ettor, och
som har egenskapen att inga ettor kommer direkt efter varandra.

Losning: Antalet nollor méste vara minst lika med b — 1, eftersom i vart och ett av de b — 1 mellan-
rummen mellan ettorna maste finnas minst en nolla.

Betrakta nu ett ord med a stycken nollor, och placera ut ettor for att fa ett ord med b stycken ettor.
Ettor kan placeras framfor, efter eller mellan nollorna, och som mest en etta i varje mdojlig position.
Totalt finns a + 1 mojliga positioner for ettorna, (a — 1 mellanrum mellan nollorna, framfor alla
nollor, eller efter alla nollor), sa

SVAR:
a+1
b
8. (4p) Femton barn skall stilla sig i tre led, men barnet A skall sta forst i ett av leden, och B sist i

samma led som A, men mellan A och B skall std minst tva barn. P4 hur manga sitt kan detta ske?.

Losning: Betrakta ledet mellan A och B som ett led. Mellan A och B skall sta k stycken barn for
k=2,3,...,11 barn, eftersom av de tretton dvriga barnen skall minst tva bilda de tva vriga leden.
Vilj k barn till ledet med A och B samt still dem i ett led mellan A och B. Antalet méojligeher blir

o ().

Vilj sedan de tva som skall sta forst i de andra bagge leden, vilket gar pa

(")



olika sitt. De som star forst bendmner vi L1 och L. Still de 6vriga i ett led, vilket gar pa
(13— k —2)!

olika sitt. Klipp sedan av detta led i tva bitar, de som star frimst placeras efter L; de andra efter
L. Eftersom det finns totalt 13 — k& — 2 + 1 olika stillen att sdra ledet pa, sa for varje k, och enligt
multiplikationsprincipen finns total

(13 — k- 1)[(13 — k — 2)!] (132 k) Rl <1k3)

olika mojligheter. Summerar vi nu 6ver de olika mojliga véirdena pa k far vi
SVAR:

Bpmro () ()

k=2

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nédvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

9.

10.

(4p) Lét x(G) beteckna det kromatiska talet for en graf G, och 1at G beteckna grafen G':s komple-
ment. Visa att

X(G)x(G) =z,

ddr n betecknar antalet noder i grafen G.

Losning: Betrakta firgliggningar av noderna i G resp G med ett minimalt antal firger sy, so, . . ., 54

resp t1,to, . .., tp, dir alltsd x (G) = a och x(G) = b. Vi skall visa att det alltid giller att n < ab.

Till varje nod associeras ett par (s;,t;) av firger, firgen s; i G och firgen t; i G. Nu, till tva olika
noder kan inte samma firgpar associeras, de #r grannar antingen i G eller i G, s& antingen maste de
ha olika firger i G eller i G. Antalet olika firgpar méste da enligt "pigeonhole principen” vara minst
lika med n. Men antalet mojliga fargpar &r precis ab.

(a) (1p) Bestiim ett tal n sddant att ekvationen z? = 1 har precis tva 16sningar i ringen Z,,.

Loésning: I ringen Z3 giller

sa
SVAR: T ex Zs.

(b) (1p) Bestim ett tal n sddant att ekvationen x> = 1 har precis 16 olika l6sningar i ringen Z,,.

Losning: Vis av erfarenheten fran féregaende uppgift ser vi att i ringar Z,,, ddr p &r ett primtal,
giller
2 —1=0 = (z—1)(z+1)=0 (mod p),

vilket ger att p, eftersom p &r ett primtal, delar antingen x + 1 eller x — 1 eller bade = — 1 och
2 + 1. Men om primtalet p delar bdde  — 1 och x + 1 skulle p dela (x 4+ 1) — (x — 1) och
dirmed skulle p dela talet 2. Séledes i alla ringar Z,,, déir p > 2 ir ett primtal har ekvationen 2



©

(d)

precis tvé 16sningar, (z + 1) =0 (mod p), dvsz = —11 Zp, resp (x — 1) =0 (mod p), dvs
r=112,

Nu utnyttjar vi Kinesiska restsatsen och later n = 3 -5- 7 - 11 = 1155 och ser att ringen Z1155
ar isomorf med den direkta produkten av ringarna Zs, Z5, Z7 och Z1;. Om nu

T € Z1155 — (1,2, 23,24) € Z3 X L5 X Z7 X Z11 ,

s& har vi att en 16sning till x2 = 11i Z;,55 svarar mot en kombination av 16sningar till ekva-
tionerna 72 = 1, for i = 1,2, 3,4, i respektive ring. Det finns precis 2* = 16 olika sidana
kombinationer, och dirmed har vi hittat en ring, ringen Z1155, som svarar mot kraven i uppgif-
ten.

(2p) Finns det ndgot tal n # 2 sidant att ekvationen 22 = 1 har ett udda antal 16sningar i ringen
L.

Losning: Vi observerar att om x = a ir en 16sning till ekvationen 2 = 1 s kommer 4ven
x = —a att vara en l6sning. Losningarna till 22 = 1 upptrider allts i par, utom i de fall vi
hittar en 16sning dir @ = —a. Men da 4r 2a = 0 och a? = 1, vilket skulle ge att

0=(2a)?=4a*>=4-1,

vilket endast intréffar i ringarna Z; och Z4. Men n # 2 var forutsatt och i ringen Z, har vi
02=0,12 =1, 2% = 0 och 32 = 1, dvs ett jimnt antal Isningar till 22 = 1. S&
SVAR: Negj det finns ingen sadan ring Z,,.

(2p) Finns det ndgot tal n sddant att ekvationen 22 = 1 har precis 20 olika l6sningar i ringen
L.

Losning: Vet enligt kinesiska restsatsen att varje ring Z,, zéar isomorf med en direkt produkt av
ringar Z,n;, ddr talen p;, for ¢ = 1,2,... k, dr primtal. I var och en av dessa ringar dr antalet

l6sningar till ekvationen 2 = 1 ett jimnt tal, och som i uppgift (b) skulle vi se, eftersom
20 = 2-2-5, att det funnes en ring Z . med antingen 10 eller 20 16sningar till 22 =1. Vi
undersoker nu om sér fallet.

Vi studerar nu antalet olika l6sningar i ringen me, dir vi kan, med 16sningen i (b), forutsétta
attn; > 1. /

Om nu p!"* delar z? — 1 skulle det finnas ett tal d sadant att
d-pl"=(x—1)(z+1)

Om p;'* delar antingen = — 1 eller = + 1 skulle z = 1 eller x = —1. Alltsd kommer en potens
av p; att dela = + 1 och en annan potens av p; att dela  — 1. Detta medfor att p; delar bade
x — 1 och x + 1, varav enda mojligheten &r att p; = 2, och dessutom speciellt

2|z+1 och 2m7l|x—1,
eller tvirtom. Detta ger precis fyra 16sningar i en ring Z5: dér ¢ > 3, ndmligen
T =+, r=+27141).

S& nigon ring med 20 rotter till ekvationen 22 = 1 finns inte.



