Gransvarden till funktioner fran R" till R™

Syftet med dessa sidor &r att analysera gréansvirdesbegreppet och att komma fram till
metoder for att avgéra om en funktion har gransvirde och att i sa fall berikna det.

Exempel 1: Betrakta funktionen

ZES

Néar x och y bada nérmar sig noll far vi ett oegentligt uttryck, "0/0”. For att fa battre
kénsla for detta kan vi sétta y = kx; vi far da

x3 x

f(x’y>:f(x’kx):ZL‘2—|—]{}61’6—}-I€3J}3 - 1+k61‘4+k331‘ — 0 daz — 0.

Om vi istéllet sitter y = —2%/® = —v/22, sa far vi

1’3

Flay) = fla,—a?) = 2 = 2,

?+at—2? x
som saknar grinsvirde da z — 0. U

Vi ser hér att om (x,y) ndrmar sig (0,0) lings en rét linje, y = kz, sa gar f(z,y) mot
0. Det ligger da néra till hands att siga att f(x,y) har griansvardet 0 da (z,y) gar mot
(0,0). Men om (z,y) ndrmar sig (0,0) lings kurvan y = —22/3, s saknas griansviirde, och
det verkar lite underligt att inte ta hénsyn till det ocksa. En mdojlig definition vore da att
sdga att f(z,y) har gransvirdet 0 da (z,y) gar mot (0,0) om f(z,y(z)) gar mot 0 da «
gar mot 0 for alla kurvor y = y(x) sadana att y(0) = 0. Ett uppenbart problem &r att
kontrollera alla kurvor. Gransvardesdefinitionen maste vara lattare att anvianda samtidigt
som den técker denna idé. Helst skall den ocksa vara mojlig att formulera sa att den géller
generellt for alla dimensioner. Nedanstaende definition, dir beteckningen D = DUD star
for méngden av alla punkter som ligger i D eller dr randpunkter till D, uppfyller dessa
krav.

Definition 1 (Gransvirde) Ldt f vara en funktion fran R™ till R™ och lit a € Dy. f
sdgs da ha gransvdirdet b da x gar mot a om det till varje tal € > 0 finns ett tal 6 > 0
sadant att

If(x) —b| <e forallax € D¢ sadana alt |x —a| < 0.

Detta skrivs
f(x) = b da x—a eller lim f(x) = b.

X—a

Lost talat innebér limy, ., f(x) = b att f(x) kan fas att ligga godtyckligt nira b om bara
x € Dy ligger tillrackligt ndra a. Ju ndrmare b vi vill att f(x) skall ligga, desto nérmare
a maste i allménhet x ligga, m.a.o., talet 6 = 0(¢) beror pa e och maste i allménhet bli
mindre nér e blir mindre.



Exempel 2: Vi visar att cosv har gransvardet 1 da v gar mot 0.

Beuvis: 1 beviset och figuren avstar vi fran de grekiska bokstédverna av praktiska skl och
byter ut € mot h och § mot d. Vi skall alltsa visa att till varje positivt tal h finns ett positivt
tal d sa att |cosv — 1| < h for alla vinklar v sadana att 0 < |[v — 0] < d.

«

For alla vinklar v mellan —d och d &r cosv > cosd. .
Alltsa: om |v| < d sa géller det att 1 — h < cosv < 1. P
Subtrahera 1 fran varje led av olikheten ovan. Da erhalls \ /

—h <cosv—1<0.

Lat alltsa h vara ett positivt tal. Da finns en vinkel d sa (o dsing)
att cosd =1 — h. /

Med andra ord: Till varje positivt tal h finns ett positivt tal d sa att for alla v sadana
att 0 < |v—0| < d géller det att |cosv — 1] < h. Detta visar att kravet i definitionen &r
uppfyllt. O

Vi skall snart se att gransvérdet for en vektorvird funktion berdknas komponentvis och
darfor skall vi hdar koncentrera oss pa gransviarden for reellviarda funktioner. Dessutom,
eftersom

lim f(x) = [x=y+a] = lim f(y+a),

X—a

ricker det, for forstaelsen av griansvirdesbegreppet, att vi studerar gréansvéirden da x — 0.
Av definitionen foljer att det &r samma sak att f(x) har gransvirdet b som att f(x) — b
har gréansvérdet 0. Nar vi underscker eventuellt gransvéirde skall vi déarfor

1. Gissa det eventuella gransvérdet b.
2. Visa att f(x) — b gar mot 0.
Exempel 3: Undersok

%+ x2y2 + y2
x? + 12

flz,y) = da (x,y) — (0,0).
f dr definierad for alla punkter (z,y) utom origo.
Antag att gransvéarde finns, och kalla det b. Eftersom

2

T .
f(x,()):ﬁzl da z#0

och (z,0) ligger nédra (0,0) nir z ligger néra 0, sa inser vi att b = 1. (Har kunde vi lika
géarna ha undersokt f(0,y) eller f(x,y(z))) for nagon kurva y = y(x) dér y(0) = 0, eller
varfor inte f(x(y),y) om vi tycker att det hade passat béttre.)

Var forsta slutsats dr alltsa att gransvdrdet, om det existerar, maste vara 1.



Vi undersoker nu 9 9.9 . o 2.2
e+ Y +y -y

fx,y) —b= 2 2 —1= 2 2

24y 5ty

och skall visa att till varje e > 0 finns § > 0 sa att om (z,y) € Dy och |(z,y) — (0,0)| < 6,
sa géller |f(z,y) — 1| < e. Vi anvander olikheterna

< Va2t
lyl < Va?42,

och far

=z +y°, (1)

vilket blir mindre &dn € om bara |(z,y) — 0| = \/22 + y? < \/e. Gransvirdesdefinitionens §
kan tydligen véljas som +/e (eller som vilket positivt tal som helst som &r mindre dn /e).
Vi har alltsa visat att f(x,y) — 1 da (x,y) — (0,0). O

Hur kan det se ut nér gransvirde saknas?

Exempel 4: Undersok

22y? +sin’z
f(z,y) = T da  (z,y) — (0,0).

Som i féregaende exempel bestar D; av alla punkter utom origo.

Hir ser vi att f(z,0) = (%)2 — 1da o — 0 men att f(0,y) = 0/y> = 0 — 0 da
y — 0. Tydligen maste det eventuella gransviardet vara bade 1 och 0, vilket inte &r mojligt,
eftersom det inte kan finnas mer &n ett griansvérde.

Slutsats: gransvirde saknas. U

Denna metod att visa att gransvarde saknas ar mycket viktig. Ibland behovs emellertid
lite mer fantasi.

Exempel 5: Undersok

xy .

Aterigen &r Dy = R2\ {(0,0)}.

f(z,0) =0—0dax— 0och f(0,y) =0 — 0 day— 0, sa da misstanker man kanske att
gransvérdet dr 0. Men f(z,z) =1/2 — 1/2da x — 0.

Slutsats: grdnsvdrde saknas. 0

Anmirkning : Léigg noga mérke till att man genom olika ansatser av typen y = y(x) en-
dast kan bevisa att griansvarde saknas. Man kan inte bevisa existens av gransvirde genom
ansats. Ddremot kan man som i exempel 2 gissa vad gréansvardet ar. ]



Exempel 6: Undersok
2 + y?

da — )
T, @ (z,y) — (0,0)

flz,y) =

Hér bestar Dy av alla punkter utanfor linjen y = =, och denna linje gar genom (0, 0).
f(z,0) = z, sa eventuellt gransviarde dr 0. Men om x = o # 0 &r fixt och vi later
(z,y) = (z0,y) nirma sig linjen y = z, sa gar téljaren mot 223 medan ndmnaren gar mot
0, vilket innebéar att |f(x,y)| blir obegriansat stor. Detta resonemang kan genomforas for
godtyckligt sma ¢, sa f(z,y) kan inte vara néra 0 for alla (x,y) € Dy néra (0,0).
Slutsats: gransvdrde saknas.

Man kan i detta exempel visa att gréinsvérde saknas med ”"smygmetoden”: séitt

xr—y = h(zx),
dér h(z) skall viljas smart sa att * — y — 0 pa ett bra sitt da z — 0. Vi far

2 + (z — h(z))? _ 2% — 2zh(x) + h?*(x)
z — (z — h(z)) h(x) '

f(x,x = h(x)) =

Om vi hér véljer h(x) = 22, sa (z,2 — 2?) € Dy for x # 0, (z,z — 2*) — (0,0) da z — 0,
och f(z,z —2%) — 2 da x — 0. Men samtidigt géller f(x,0) — 0 da x — 0, sa grinsviirde
saknas. ]

Riakneregler for grinsvirden

Ytterst séllan behover man ga till definitionen vid berékning av griansviarden. Man utnyttjar
istéllet rakneregler som underlattar kalkylerna vésentligt. Vi skall hiar ge de viktigaste av
dessa regler. For att underlatta formuleringarna utgar vi ifran att alla inblandade funktioner
har samma definitionsméngd D och ddrmed att punkten déar gransvirdet berdknas tillhor
D.

Sats 1 (Summa) Om limy_, f(x) = b och limy_., g(x) = ¢, sa gdller
lirrell(f(x) +g(x))=b+ec.

Bevis: Lat € > 0 vara ett godtyckligt (litet) tal. Vi skall visa att det finns ett tal § > 0
sadant att

|(f(x) +g(x)) — (b+c)| <e forallaxe D sadana att |x —a| <9.

Eftersom f och g har griansvéirden da x — a, finns for talet /2 tal 6y > 0 och §, > 0
sadana att
If(x) —b| <€/2 foralla x € D sadana att |x —a| <dy

4



och
1g(x) —c| < €/2 for alla x € D sadana att |x —al < d,.

Om ¢ &r det minsta av talen §; och d,, sa &r § > 0, och om x € D och |x — a| < §, sa ger
triangelolikheten

(f(x) +8(x)) = (b+c)| = |(f(x)—b)+(g(x)—c)
< Jf(x) —b|+]g(x) —c| <€/2+¢/2=¢,

vilket visar pastaendet. O

Sats 2 (Instdngningsregeln) Om f, g och h dr reellvirda funktioner,
f(x) < g(x) < h(x), (2)
och limy ., f(x) = b = limy_, h(X), sa gdller ocksa limy_., g(x) = b.

Bevis: Lat € > 0 vara ett godtyckligt (litet) tal. Vi skall visa att det finns ett tal § > 0
sadant att |g(x) — b|] < € nédrhelst x € D och |x —a| < 4.

Eftersom f och h har grénsvérden, finns det ett tal § > 0 sadant |f(x) — b] < € och
|h(x) — b] < € nérhelst x € D och |x —a| < § (man véljer § = min{dy,d;} precis som i
foregaende bevis). Men da géller ju speciellt

—e < f(x)—b < g(x) —b< h(x)—b <<

dér andra och tredje olikheterna foljer av olikheterna

Sats 3 (Komponentvisa grinsvirden) Om
f= (f17f27"'7fm)
ar en funktion fran R™ till R™, sa gdller

limf(X):b:(bl,bQ,...,bm> <~ hmfzzbl, 1=1,2,...,m.

X—a xX—a
Bevis: Beviset bygger pa olikheterna
0 <yl <yl <lwnl+lwel+- - +lyml, 1=1,2,...,m,
dary = (y1, 92, - - -, Ym). Av dessa foljer ndmligen, for i = 1,2,...,m,

0 < |fi(x) = bi <[f(x) =b| < [fi(x) = bu] + [f2(x) = b + .. + [ fin(x) — .

b}



Om f(x) — b, sa foljer av instdngningsregeln anvénd pa de tva vénstra olikheterna att
dven f;(x) — b; for alla 7. Omvént, om f;(x) — b; for alla ¢, sa ger att den dndliga summan
|f1(x) = b1| + | f2(x) = ba| + ...+ | fn(X) — byn| — 0, sé insténgningsregeln anvind pa de tva
hogra olikheterna ger f(x) — b. O

Med ovanstaende satser dr det forhallandevis latt att visa 6vriga gransvardesregler, som vi
ger utan bevis.

Sats 4 (Begrinsad funktion) Om f(x) och g(x) dr reellvirda funktioner sadana att
f(x) dr begrinsad pa D och limyx_., g(x) = 0, sa galler limy_., f(x)g(x) = 0.

Sats 5 (Skaldr ganger vektor) Om limy ., f(x) = b och limy_., g(x) = c, sa gdller

lim f(x)g(x) = bc

och, om b # 0,
li ! g(x) 1c
im —— = —c.
L8 T

Sats 6 (Skaldr- och vektorprodukt) Om limy ., f(x) = b och limy ., g(x) = ¢, sd
gdller limy_, f(x) - g(x) = b - ¢ och, i tre dimensioner, limy_, f(x) X g(x) = b X c.

Sats 7 (Sammansatta funktioner) Om limy_, f(x) = b ochlimy_ ., g(y) = c, sa gdller
limy ., g(f(x)) = c.

Anmirkning till exempel 3. Vi kan anvéinda instdngningsregeln pa sambandet (1):
nir (z,y) — (0,0), sa giller 22 4+ y? — 0, vilket direkt ger oss |f(z,y) — 1| — 0, d.v.s.
f(z,y) = L. m

Polara koordinater

Ibland l6nar det sig att ga over till poldra koordinater; exempelvis fungerar det vél i
exempel 3, dir ju 22 +y*> = r> — 0 da r — 0. Det dr viktigt att det sista uttrycket #r
vinkeloberoende (f-fritt).

Anmirkning till exempel 5. Poldra koordinater ger

2cosfsinf  sin26
f(xay):f(rcose,rsine):r cosvsmbu. _ s 7

72 2

sa f(z,y) antar alla virden i intervallet [—1/2,1/2] pa varje omgivning till (0,0), vilket
innebér att gransvirde saknas. O



Exempel 7: Undersok

2ysin(z/y) .
f(x,y) = i da  (z,y) — (0,0).
f &r definierad utom da y = 0. Eftersom f(0,y) — 0 da y — 0, ar det enda mojliga
gransvéardet 0.

Eftersom |sint| < 1 och |cost| <1 for alla (reella) ¢, far vi med poldra koordinater

[f(z,y) — 0] =

— Y

2?y? sin(z/y) x%y? r4 cos? 6 sin? <2
= ’["
2 + y? — a2 4y2 r2

och eftersom r — 0 da (z,y) — (0,0), foljer med instdngningsregeln att f(z,y) — 0 da
(z,y) — (0,0). m



