att f'(z) =0 < z = 0eller z = 1/2. Eftersom f(=1) = =5, f(O)\: 0, f(1/2) =
1/16, f(1) = —1 sa ser vi att funktionens minsta virde pa intervallet & —5 och
funktionens storsta vérde &r 1/16.

garanterad. Vi deriverar som ovan och teckenstuderar derivatan: f’(z) > 0 nér
x < 1/2 varfor f &ar strangt vixande hdr och f'(z) < 0 nar x > 1/2 varfor f &r
strangt avtagande har. Darfor har funktionen sitt storsta véirde i punkten 1/2, det
storsta vardet ar 1/16. Eftersom lim, . i+ f(z) = —5 men f(x) > —5 for alla x sa
tar funktionen inget minsta vérde pa intervallet (—1,1).
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Svar: Pa [—1, 1] &r funktionens storsta viarde 1/16 och minsta viarde —5. Pa (—1,1)
ar funktionens storsta virde 1/16 medan minsta vérde saknas.

2. Bestidm med hjilp av partialbraksuppdelning samtliga primitiva
r+13
funkti till ==\
unktioner till f(z) PP

Losning: Vi partialbraksuppdelar integranden. Namnaren har nollstéallena —1 och 5
och vi ser att

r+13 A n
1?2 —4x—5 x+1 x-5
Nu kan vi integrera och vi far

+ 13 [ =2 3
v d:z::/( + )d:c:—2ln|x+1|+31n|:z:—5l+0

< 1+13 = (A+B)x+(-5A+B) <= A= -2 och B =3.

2 —4x -5 z+1 x-5



dér C' ar en godtycklig konstant.
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3. A. Hiarled med hjilp av Riemannsummor formeln

b
L / V¥ (@) de

for langden L av kurvan y = f(z), a <z <b.
B. Beridkna lingden av kurvan y = z/z, 0 < x < 4/3.

langden av kurvan blir

A Ao X AT oY T T s 1T 20
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av grad 3 till en lampligt vald funktion for att berikna ett

1
niarmevirde till —. Felets storlek beh6ver ej utredas.

Ve

Losning: Tredje gradens Maclaruinpolynom till e® &r ps(x) = 1+ 2 +22/2+23/6 och
eftersom 1/y/e = e~/ dr det sokta narmevirdet ps(—1/2) = 1—1/24+1/8—1/48 =
29/48.

Svar: 29/48

Befolkningarna i linderna A och B vixer bada exponentiellt. I
land A dr férdubblingstiden 50 ar och i land B &r férdubblingstiden
150 ar. Idag bor det dubbelt si manga méinniskor i land B som
i land A. Hur linge dr6jer det innan befolkningarna i de bada
linderna ar lika stora?

(@]



Ce @50 dvs a=In2 / 50. P samma siitt: om funktlonen B dubbleras pa 150 ar sa
maste 4Ce?0 = 2Ce"!0 varur fas att b = In2/150.

V1 har alltsa att A(t) = C’ (1n2/ 50)t och B( ) = 26’6(1“2/ 150)¢ och befolkmngarna ar

r;u\.f

t—75

Svar: om 75 ar.

motsvarar t =0ochz=m/2 motsvarar t =1. V1 far:

™2 cosx |
Y gp= | ——dt=[ln(1+t)]} =2
P T

1+sinx
SVar: In2
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i. Serakia GESTentiaiexXvVarionenl § (1) + 4y (i) T Syii) = 1uSiiiv.

A. Ge exempel pa ett fysikaliskt forlopp som kan modelleras av
denna typ av differentialekvation.
p Varificra att o+ — cint — 9en t :',_)'lr on l"

vyoeiliiivia Avuvvu y \ U/ - (o 8 B iy 7 d \/US
differentialekvationen.
C. Bestdm den allminna 16sningen till differentialekvationen.

A. Se laroboken av Persson o Boiers t ex sidan 396.

B. Derivera och sitt in i ckvationen. Om y(t) = sint — 2 cost sa ar y”(t) + 4y'(t) +
3y(t) = 10sint.

C. Losningen &r pa formen y = yj,+y, dér y, &r allménna lésningen till den homogena
ekvationen och y, &r en partikuldrlosning. Som y, kan vi enligt deluppgift B ta
yp(t) = sint — 2cost . Aterstar att bestimma yn. Den karaktaristiska ekvationen
r? + 4r + 3 = 0 har 16sningar r = —1 och r = —3 varfor y,(¢t) = Ce™" + De % dar
C och D &r godtyckliga konstanter. Vi far att diffekvationen i uppgiften har allmén
16sning



8. Visa att funktionen f(z) = 2arcsin(2z) + v/1 —42? &r inverterbar.
Bestim definitionsméngden fér inversen f~'(x) och berikna ocksa

(f=H').

Losmng Vi ser att deﬁmtlonsmangden for f ir mtervallet [— 1 / 2 1/2] och att funk-

4 4x

f'(x) =

\/1—4x2 \/1—41‘2

alla i detta mtervall Det foljer att f ar strangt Vaxande och dérmed 1nverterbar
Vidare: eftersom f(—1/2) = —m och f(1/2) = 7 och f antar alla mellanliggande
véarden sa ar viardeméngden for f intervallet [—m, 7]. Detta dr da ocksa definition-
smingden for inversen f~!. Vi har ocksa att f(0) = 1 vilket ger att f~'(1) = 0 och

(f7)' (@) =1/f(0) = 1/4.

i [0

9. Forkiara i viilken mening /| ———— &r en generaliserad integrai
J’1 X V/l — h’l X
och berdkna den med hjilp av substitutionen t =1 — Inx.

Losning. Integralen &r generaliserad eftersom integranden — oo nér x — e~. Om vi
sitter t = 1 —Inx sa dr (—1/x) dx = dt och x = e svarar mot t = 0 och x = 1 svarar
mot ¢t = 1. Vi far alltsa

¢ dzx
_— = hm = lim 2\/_
/1 zv/1—Inz / \[ C—’O tle =
Svar: 2.

10. En regelbunden n-horning ligger med alla sina hérn pa en-
hetscirkeln. Berikna dess area. Vad hinder med denna area da
n vaxer obegrinsat? Stammer det?



Losning. Var n-horning dr uppbyggd av n stycken likbenta trianglar, i vilka de tva
sidor som &r lika har langd 1 eftersom de &ar radier i enhetscirkeln. Varje sadan trian-
gel har arean cos(7r /n) sm(7r / n) Arean av n—hornmgen ar alltsa n cos(7r / n) 51n(7r /n).
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lim n cos(r/n) sin(x/n) = lim (WCOSW n) sin(r/ ”)) -

w/n
sa ar det val rimligt att sdga att det stdmmer!



