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DEL A

(1) Betrakta det komplexa talet= 3 — i.

(a) Skriv potenserna™ pa rektangular form, fon = -2, —1,0, 1, 2. (3)
(b) Bestam ett andragradspolynom med reella koefficiesder harw som ett av sina
nollstallen. (1)

Losning. (a) Vihar attw! = w = 3 — i ochw® = 1. Vidare har vi attw? = (3 —i)(3 —
i) =9 +1i* — 3i — 3i = 8 — 6i. For att berakna—! kan vi forlanga med konjugatet
och far
4,1 w w 341 3 N i
w = — = — = = = — —_
w  ww |wl? 32412 10 10
Vi kan beraknav—2 antingen sonjw—!)? eller som(w?)~! och vi far
L, 1 w? 8+6i 8+6i 2 3
w?  |w?|? 102 100 25 50
(b) Ett polynom med reella koefficienter som harsom ett nollstalle maste ocksa ha
konjugatet;u, som nollstalle. Om ledande koefficientenl&ar vi

p(2) = (z —w)(z —w) = 2* — (w+ W)z + ww = 2* — 62 + 10.

Svar:
a) w?=1/25+3i/50,w™ ! =3/10+4/10, w’ = 1, w = 3 — i ochw? = 8 — 6i.
b) Polynomep(z) = 22 — 6z + 10 harw = 3 — i som ett nollstalle.
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(2) Den linjara avbildningeff” : R? — R? har standardmatrisen

e

(@) I?erakna potensermd’, forn = —2,—1,0, 1, 2. (3)
(b) Askadliggor verkan av den linjara avbildningémpa det kvadratiska omradetsom
ges av figuren nedan. (1)

"

| P

FIGUR 1. Omradef)

Losning. (a) Vi har i allmanhet attA! = A och A° = I. Vi kan berakna kvadraten
genom matrismultiplikation och far

G )Gty - (39

Vi kan berakna inversem !, genom Gausselimination eller med Cramers regel. Vi
far med Gausselimination
_ 1
1 10

30N g ] (1 5
-1 3|0 1 o+ 31 0 4
1 (3 1) Vikan nu beraknad—2 antingen somA?)~!

) ) 1
vilket visar attA= = wl] 3

eller som(A~1)? och far

_ 3 -1 3 —1

A~ :%(1 3)'%(1 3)
o (3 =1\ (3 =1\ _ 4 (3:34(=1)-1 3-1+(-1)-3
1-343-1 1-(-1)+3-3

w0 \1 3 /)\1 3 ) 100
_ 1 (8 —6
T 100 \6 8

(b) De fyra hornpunkterna i omradet kommer att bilda pomkter i bildomradet ef-
tersom linjestycken avbildas pa linjestycken. Horngenkas koordinatvektorer ar
0, €1, e, oche, + e,. Standardbasvektorerna avbildas pa forsta och andomkeh
i matrisen och deras summa pa summan av kolonnerna. AlitsBornpunkterna i

bilden (0, 0), (3, —1), (1,3) och (2, 2).

1Anvand egenskaperna hos linjara avbildningar, exenipat linjestycken avbildas pé linjestycken.
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y

FIGUR 2. Bilden av omrade® underT.

[

Svar:

. 8 —6) ,_ 3 -1 10 3 1
(a)Azzﬁ(G 8)”41:%(1 3)’A0:(0 1)”41:(—1 3)°Ch
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(3) (a) Bestam samtliga losningar till ekvationssystesoen ges av

X

2 2 4 -1 4 1
202 -2 —6 ||| |4
101 -2 =5 ||~ |3
228 1 4)|™ 3
Ts
med hjalp av Gausselimination. (3)

(b) Ange ett hogerled for vilket motsvarande ekvatios$sgn saknar 1osning. (1)

Losning. (a) Vi anvander Gauss-Jordans metod pa totalmatriseatfkunna lasa av
ldsningarna till systemet. Vi far

2 2 4 -1 4|1 o)
-2 0 2 -2 —-6|4 o+ 171
—1 01 =2 =53 | 7 |2rm+n
—2 2 8 1 4 3 T4+T1
2 2 4 -1 411 T —T9
02 6 —3 —215 Ty
“l1o2 6 =5 6|7 |7 |rs+-—r
0 4 ]_2 O 8 4 T4+—2T2
2 0 -2 2 6|—4 4T3
-~ 0 2 6 —3 -2 5! ~ 7”2—57”3
00 0 —2 —4] 2 —1rs
00 0 6 12|—6 T4+ 31y
20 =2 0 2]-2 Lr 10 -1 0 1]-1
102 6042N§r2N013021
00 01 2|-1 3 00 01 2|-1
00 0O0O0| O Ty 00 0O0O0] O

Vi kan nu se attrz och x5 ar fria variabler eftersom motsvarande kolonner saknar
ledande ettor. Darmed valjer vi tva parametsascht, och laterrzs = s ochas = ¢.
Vi kan sedan losa ut;, x, ochz, med hjalp av de tre nollskilda ekvationerna. Vi far

ry, = —1l4+s—1
To = 1—3s—2t
Ty = —1 -2t

och vi kan skriva samtliga losningarna som
(21, 29, k3,24, x5) = (—1,2,0,—1,0) + s(1,-3,1,0,0) + t(—1,—2,0,—2,1)

for reella tals ocht.

(b) Ekvationssystemet saknar l6sning om hogerledet isigta raden inte ar noll efter
eliminationen. Vi kan uppna det exempelvis genom atedéigerledet til(0, 0, 0, 1)*
i den eliminerade totalmatrisen och sedan rakna bak&rfeersonr, inte kommer
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med i de andra raderna under berakningens gang kommerlbdgt inte att andras.
Alltsa saknar systemet losningar om hogerledd€ban, 0, 1)°.
]

Svar:
a) Samtligalosningarnages@m, xs, x3, x4, x5) = (—1,2,0,—1,0)+s(1,—-3,1,0,0)+
t(—1,-2,0,—-2,1), for reella tals ocht.
b) Systemet saknar [6sning om hogerledet ar exempglvis 0, 1).
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(4) Fibonaccitalen har anvants for att modellera visgetyav tillvaxtsituationer. De defi-
nieras av attty, = F;, = 1 ochF,, = F,_; + F,,_», for n > 2. Den relativa tillvaxten
ges av kvoternay,, = F,,,/F,, for n > 0. Med hjalp av rekursionen ovan far vi att
a, = (B + Fy)/F, = 14+ 1/ay,_q, for n > 1. Anvand detta for att med hjalp av
induktion visa att den relativa tillvaxten uppfyller

§ <a, <2
5 = <
for alla heltaln > 1. (4)

Losning. Vi borjar med basfallet som galler= 1 och vi vill kontrollera att% < a; <2.
Vi far enligt rekursionen atf, = Fy + Fy = 1+ 1 = 2 och darmed an, = F,/F, =
2/1 = 2. Alltsa liggera; = 2 inom intervallet% <a; <2.

Vi antar nu att olikheterna galler for = £ for nagot heltalk > 1. Vi har da att
% < a; < 2. Vivill nu visa att olikheterna ocksa galler for = & + 1. Vi har enligt

rekursionen att .
apy =1+ —
675

och darmed har vi att

1
1+-Z< <14+ —
+2_Oék+1_ +3/2

vilket ar detsamma som
— < « < —.
9 = k+1 > 3
Eftersomg < 2 galler darmed olikheterna aven for= k + 1.

Genom att vi har visat basfallet och induktionssteget hgemom induktionsprincipen
visat att olikheterna galler for alta > 1. O
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(5) (a) Forklara hur man kan anvanda projektion for agtsmma det kortaste avstandet
fran en punkt till ett plan och illustrera metoden genonbattamma avstandet fran
planet som innehaller punkteroa= (1,0, 1), B = (2,3,3) ochC = (-1,5,2)

till punkten D = (3,1, 0). (3)
(b) Forklara varfor svaret ocksa kan fas med hjalp awnfgin
_[(AB x AC) - AD|
~ |AB x AC|
genom att tolka taljare och namnare geometriskt. (1)

Losning. (@) Om vi har en vektot fran planet till punkterD kan vi sedan projicera den
pa normalvektorn till planet och far da den kortaste welsom gar fran planet till
punktenD. Det sokta avstandet ar langden av denna projektionaft fa reda pa en
normalvektor till planet kan vi ta tva vektorprodukten taaltva vektorer i planet,
exempelvisAB och AC. VI kan valjau = AD.
| det givhaexempletharvi = AD = OD—-0A=(3,1,0)—(1,0,—1) = (2,1, 1),
AB = OB — OA = (2,3,3) — (1,0,—1) = (1,3,4) och AC = OC — OA =
(—1,5,2) — (1,0, —1) = (=2,5,3).
Vi har att

ABxAC = (1,3,4)x(—2,5,3) = (3-3—4-5,4-(—2)—1-3,1-5-3-(=2)) = (=11, —11,11) = —11(1,1, —1).

och darmed ar = (1,1, —1) en normalvektor till planet.
Nar vi projicerarAD = (2,1, 1) pan far vi
—— n-AD 1,1,-1)-(2,1,1 2
Proj- AD = "7 = (L,1,-1)-(21,1) (1,1,-1) = 2(1,1,-1).
n-n (1,1,-1)-(1,1,-1) 3
Langden pa denna projektion ger det kortaste avstaildaanet fran punkten, vil-
ket ar

3|

d= g\/ﬂ + 12+ (-1)2 = 2\/5

(b) Trippelprodukten AB x AC') - AD ger ett tal vars belopp ar volymen av den pa-
rallellepiped som spanns upp a\B, AC och AD. Langden av vektorprodukten
AB x AC motsvarar p4 samma satt arean av den parallellogram sammspipp
av AB och AC. Eftersom volymen av en parallellepiped ges av produkteerav
bottenarea med motsvarande hojd ger den givna formeblehdgv parallellepipe-
den mot sidan som innehalldr, B ochC. Denna hojd ar & andra sidan det kortaste
avstandet frarD till det plan som spanns upp av just den sidan.

O

Svar:
a) Kortaste avstandet fram till planet som innehaller, B ochC ges av2+/3.
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(6) (a) Bestam om mojligt en basbytesmatfisom diagonaliserar den antidiagonala ma-
trisen

A=

_ o O
o w o
O O =

(3)
(b) Forklara varfor egenvektorerna till ocksa ar egenvektorer till?. (Det omvanda ar
dock inte nodvandigtvis ar sant.) (1)

Losning. (a) Vi kan borja med att bestamma egenvardenaitithed hjalp av den ka-
raktaristiska ekvationenlet(A — AI) = 0. Genom att utveckla determinanten efter

andra raden far vi

-2 0 4

det(A—XI) =det| 0 3—X 0
1 0 =X

-\ 4

= (3—X)det L

— (BN —4)=(B-N)A+2)(A-2)

Darmed ar den karaktaristiska ekvatiori8nr- \)(\ + 2)(A — 2) = 0 som har de tre
rotterna\ = —2, A = 2 och\ = 3.

For att hitta egenvektorer som svarar mot de tre egenmartiser vi de homogena
ekvationssystemen med totalmatris — \7|0) for de tre vardena pa.

Vi far for A = -2

0 P 10 2]0
0 ~ =T ~ 0100
0 00 0]0

— O N
N O o~

0

3

0
och losngarna ar—2,0, 1), for reella talt.
For\ = 2 far vi

-2 0 4]0 —1in 10 -2|0
01 0[0~]| rm |~01 0/0
10 -2|0 r3 4 371 00 00
och losngarna a2, 0, 1), for reella talt.
For\ = 3 far vi
-3 0 4]0 —37 10—%0
00 0[0~|rs+3m|~00 =20
10 =30 ro 00 0]0

och loésngarna a0, 1, 0), for reella talt.
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En bas av egenvektorer till ges darmed ay—2,0, 1), (2,0,1) och (0,1, 0) vi kan
diagonaliseral med basbytesmatrisen

-2 20
P=|0 01
1 10
och far
-2 00
P1AP=10 20
0 0 3

(b) Om@ ar en egenvektor il finns ett egenvarde sa att = \v. Om vi multiplicerar
detta till vanster med! far vi

AT = ANU = VAT = \?7.
Alltsa arv en egenvektor tilld? med egenvarda?.
(I exemplet ovan ser vi attl?> ar en diagonalmatris med diagonalelemén, 4.
Darmed ar stanardbasen egenvektorer, men bara dengtaitter deme,, ar egen-
vektor till A. Detta ger oss ocksa att egenvardenattithaste uppfylla\?> = 4 eller
A2 = 9, utan att behova berakna karaktaristiska ekvationen.)
0

Svar:
—2
a) basbytesmatrisei = | 0
1

— O DN

0
1 | diagonaliseras.
0

Var god \and!
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DEL B

(7) Vid en matning har man erhallit fem punkt&y = (0,1), P» = (1,2), 2 = (2,3),
P, = (3,5)ochP; = (4,6). Den teoretiska modellen sager att det skulle finnas g#irtin
sambandy = ax + b, for nagra parametrarochb.
(a) Anvand minsta-kvadratmetoden for att bestammaateden pa parametrarna som

bast stammer med matningarna. (3)
(b) Vilka av de fem punkterna har storst, respektive miasgtjkelse mot den framtagna
minsta-kvadratlosningen? (1)

Losning. (a) Vi skriver upp det ekvationssystem som motsvarar atttlgganpunkter
ligger pa linjeny = ax + b:

O-a + b = 1
l-a + b = 2
2:a + b = 3
3-a + b =5
4-a + b = 6

Vllket kan skrias somiz = B, darz = (a, b)’. Med minsta-kvadratmetoden vet vi
att det varde pa som gor att skillnaden mellan hoger- och vansterledddlititen
som mojligt ges av ldsningen tiflormalekvationenA Ax = A*B. Vi har att

0 1
11
i (01234 _ (30 10
AA_<11111 211 =\ s
3 1
41
1
0123 4\|2 47
tp __ —
AB_<11111) ;’ _<17)

D

Med Gausselimination pa totalmatrisen for normalelorsi far vi

30 1047 i — 2ry 10 013 3571 10 }—é
10 5|17 ) 2 1] & ry — &1 0 1| 3

Alltsa ges minsta-kvadratlosningenav= 1,3 ochb = 0,8.

(b) Vi kan berakna-vardena enligt den linjara modellen for de fervardena och far
n =13-0+408 =08, =13-1+08 =21,y3 = 1,3-240,8 = 3,4,
ys =13-34+08 =47, y5 = 1,3-4+4 0,8 = 6,0. Avvikelserna mot de uppmatta
vardena ar

Ayl = 07 27 AyQ = 07 17 Ayi’) = 07 47 Ay4 = 07 37 Ay5 = 07 0.
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Alltsa ar det den femte punkten som har minst avvikelge,och den tredje som har
storst avvikelse),4.
0

Svar:
(a) Parametrarna ar= 1,3 ochb = 0,8 enligt minsta-kvadratmetoden.
b) Den femte punkten har minsta avvikelse och den tredyststo
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(8) Latw,,v,,...,v, vara en ortonormal bas f&&" med avseende pa den Euklidiska inre
produkten. Betrakta dessa vektorer som 1-matriser och bilda x n-matrisen

- — —t — =t
A = a1010] + agaUs + - - - + a0, 7,

daray,as, ..., a, arreellatal.

(a) Visa attA ar en symmetrisk x n-matris. (1)

(b) Visa atty; ar en egenvektor tilh med egenvarde;, fori = 1,2,...,n. (1)

(c) Anvand detta for att bestamma en symmetrisk matrid egenvektorerngl, 0, —1),
(1,1,1) och(1, —2,1) dar motsvarande egenvarder2as respektives. (2)

Losning. (a) | allmanhet galler for en matri3 att B B* ar symmetrisk eftersoifB B*)! =
(B")!B! = BBt. | det har fallet har vi bildatd som en summa aw stycken sadana

matriser, och eftersom transponanet av en summa ar summ@aansgponaten, ar
ocksa summan symmetrisk.

(b) Eftersom vektorenrna utgor en ortonormal bas har vi att
AP 1 omi =
s = . J p— ) )
Uity = {00, T) { 0, omi # j.
Vi far darmed attdv; ges av

n
R R
E CL]'U]”UJ- V; = Q;0V;,
J=1

vilket visar atty; ar en egenvektor med egenvargefori = 1,2,...,n.
(c) Den givna basen ar ortogonal men inte ortonormal. Vimeyar den genom att dela
pa vektorernas langder och far den ortonormala basen som

1 1 1

71 = —(1,0,—1), Ty = —(1,1,1 oh 73=—(1,-2,1).
1 \/5( ) 2 \/g( ) 3 \/6< )
Vi beraknar sedan de tre matrisefma’, fori = 1,2, 3 och far
1 0 -1 1 1 11 1 1 -2 1
== 0 0 0 |, 5vh==|11 1] ochuztj==|-2 4 =2
10 1 3\1 11 6\ 1 2 1
Eftersom egenvardena ska vara= 2, a; = 3 ochas = 6 far vi
1 0 -1 1 11 1 -2 1 3 -1 1
A=10 O O ]+|1 1 1}+]1-2 4 -2]=|-1 5 -1
-1 0 1 1 11 1 -2 1 1 -1 3
[
Svar
3 -1 1
(c) A=1|—-1 5 —1] aren matris med de givha egenvardena och egenvektorerna.
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(9) Lat P3 = {azz® + as2® + a1z + aglag, a1, aq, a3 € R} vara vektorrummet av reella
polynom av grad hogst tre. Definiera den linjara avbildein? : P; — P; genom

T(p(x)) = D*((2* + L)p(z)) — 12p(z)
darp(x) € P; och darD? = % avser derivering tva ganger.
(a) Bestam nagot polynop(z) i P; sadant atf’(p(z)) = 1423, (1)
(b) Bestam en bash; for vilken avbildningens matris ar diagonal. (3)

Losning. (a) For att lattare hantera problemet valjer vien bas#igsom{f,, f5, fs, f4} =
{1, z,2?, 23}. Vikan sedan berakna matrisen for avbildningen med adepa den-
na matris och far

T(f,) =T(1)=D*(1+2%)—-12=0+2-12=-10=1-f,
T(fy) =T(x)=D*(z+2%) —12r =0+ 6r — 120 = —6x = —6- f,
T(f;) =T(x*)=D*(a*+2*) —120° =24+ 122° — 122> =2 =2 f, B B
T(f,) =T(x*) = D*a%+2°%) —122° = 62+ 202> — 1223 =62 +82° =6 - f, + 8- f,
Matrisen ges darmed av
—-10 0 2 0
0 -6 0 6
A= 0 0 00
0 0 0 8

Vi soker en vektor som uppfylledv = (0,0, 0, 14) och eftersom matrisen ar trian-
gular kan vi losa systemet direktr genam= 14/8 = 7/4, x3 = t, 20 = x4 = 7/4
ochz; = %t, dart ar en reell parameter. Som polynom motvarar detta

(@) = T/A(® + 2) + %(1 + 522)

(b) For att bestamma en bas som diagonaliserar matrisser vi pa egenvarden och
egenvektorer. Det gar att lasa av egenvardena efteonlédgn eftersom matrisen ar
overtriangular och vi fan,, = —10, A\, = —6, A\3 = 0 och\; = 8. Fran de tva
forsta kolonnerna i4 ser vi att f, och f, ar egenvektorer med egenvardeno,
respektive—6. Egenvektorn med egenvarde noll ges av basen for nollreinsom
enligt ovan arf, +5f, = 1+ 522, Till slut loser vi ut den sista egenvektorn fran det
overtriangulara systemétl — 87|0), dvs

—18 0 2010
0 =14 0 610
0 0 -8 010
0 0 0010

dar vifarazy = ¢, 13 = 0, 2 = 6x4/14 = 3t/7 ochz; = fx3 = 0. Alltsa ges en
egenvektor till egenvardet, = 8 av %E + fi= 13z + Ta%).

En bas som gor att matrisen frblir diagonal ar alltsa
9, =1,9,=2,9;=1+52> och g, =3w+72%
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Svar:

@) p(x) = 7/4(2® + z) uppfyllerT'(p(z)) = 143.

(b) Baserg, = 1,9, = #,g; = 1 + 52> och g, = 3x + 723 gor att matrisen fof"
blir diagonal.
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(10) Lat(xy, z9, z3) vara koordinater foR* med avseende pa standardbasgm,, e; och lat
T : R?* — R3 vara den linjara avbildning som bestams av

T(él) - 261 + EQ + 63, T(ég) == 61 + 262 + 63, T(ég) — EQ + 363.

Lat V vara delrummet alR® som ges av ekvationen + x5 + 23 = 0.

(a) Visa att det for varje vektari V' galler att bildvektorri’(v) ligger i V. (1)

(b) L&tS : V — V vara den linjara avbildning som man far frihgenom att bara
anvanddl’ pa vektorer iV. Bestam matrisen for avbildningehmed avseende pa

nagon bas fol” och bestam egenvardena for denna matris. (2)
(c) Forklara varfor egenvardena som bestamdes i 1082o@kegenvarden till standard-
matrisen forT". (1)

Losning. (a) Latv = a e, +ases+ases vara en vektor V. Da har viatta; +as+as = 0
och vi far att
T(@) = alT(El) + QQT(EQ) + agT(ég)
= a1(2e, + € + ) + as(e1 + 265 + €3) + as(= €2 + 3e3)
= (2(11 + ag)él —+ (a1 + 2&2 + CL3)€2 —+ (CL1 + (05} —+ 30/3)53
Alltsa ges summan av koordinaterna () av
(2a1 + az) + (a1 + 2a2 + as) + (a1 + ag + 3az) = 4(a1 +az +az) =0

eftersomu; + a, + az = 0. Alltsa liggerT' (v) ocksa iV omw liggeri V.

(b) Vi valjer en bas for” som bestar av vektorerng = & —eé; ochf, = & — &
genom att losa ekvationssystemet som bara bestar aviekeat; + x5 + x5 = 0.
Nar vi anvander avbildningen pa dessa vektorer far vi

T(?l) - T(€1> - T(Eg) — (2?1 —Fég —|— 53) - (52 —|- §€3) — 251 - 253 — 2?1
och
T(72) = T(ég) — T(ég) = (151 + 2?2 + 53) — (éQ —|—§€3) = él + EQ — 253 = ?1 + ?2
Matrisen forS med avseende pa var valda bas blir darmed

2 1
=)
och egenvardena aroch .
(c) Att 2 och1 ar egenvarden till matriseA betyder att det finns vektorey, och v,
i V sadana atS(v;) = 1 -7, och S(vy) = 2v,. Eftersom vardet foiS och T
sammanfaller for vektorer V' ar dessa vektorer ocksa egenvektorer med samma

egenvarde for standardmatrisen Tar
O

Svar:
(b) Egenvardena droch?2.




