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DEL A
(1) Visa med induktion att
~ 2  n-1
~i(i+1) n+1
for alla heltaln > 2. (4)

Losning. Vi borjar med basfallety = 2, da vi har att vansterledet ar
2 1 2—1 1
— == och hogerledetar —— = —.
2.3 3 g 211 3
Alltsad stammer pastaendet fior= 2.
Antag nu att pastaendet galler for nagot k, dark > 2, dvs att
i 2 k-1
i(i+1) k+1

=2

Vi vill nu visa att det ocksa galler far = & + 1. Vi far da att vansterledet ar

k+1 9 k 9 9
;i(wl) :;¢(¢+1)+(k+1)(k+2)
k-1 2 _ (k=D +2)+2
k+1 (E+1)(k+2) (k+1)(k+2)
R —k+2k-2+2 K +k  k
o (k+D(k+2) (k+D(k+2) kE+2

och hogerledet ar

(k+1)-1 &k

k+1)+1 k42
Alltsa stammer pastaendet ocksa for= k + 1 och enligt induktionsprincipen har vi
visat att det galler for alla heltal > 2. O
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(2) Betrakta ekvationssystemet med totalmatris
34 04+¢

02 0 -4
25 14—t
1 0 -1 3

dart ar en reell parameter.
(a) Red ut for vilka varden pa parametersom systemet har en unik ldsning, ingen

l6sning, eller oandligt manga lésningar. (3)
(b) Forklara varfor det inte kan finnas nagot ytterligaternativ till antalet losningar
till systemet. (1)

Losning. a) For att komma at hur losningsmangden ser ut kan vaage Gausselimi-
nation pa totalmatrisen. Vi far

3 4 0 4+t T4 1 0 -1 5 1
02 0 —4 | | r—3m 04 3|t—11 | _ T3
2 5 14—t T2 0 2 0 —4 7’2—27"3
1 0 -1 5 T3—2T4 0 5 3| —6-—1 T4—g'f’3
1 0 -1 5 T 1 0 —1 5
01 0] =2 o 01 0 —2
“l1oo0 3{t=3 "7 Ly |[Tfo0o0 1|i-1
00 34—t ry—T3 00 O0f7—2t

| och med att det finns en ledande etta varje kolonn finns dgs$trén 16sning till
systemet och det finns en losning till systemet om och emaastet inte finns nagon
ledande etta i hogerledet. Det betyder att det finns en dsikihg om: = 7/2 och
inte nagon losning alls annars. Det kan aldrig finnas b@nehanga losningar.

b) Om det finns tva olika losningar till ett linjart ekvatissystem kan vi bilda skillna-
den mellan dessa. Detta blir en [6sning till det homogerséesyet, dvs ett system
med samma koefficientmatris men hogerled noll. Vi kan mgéatill en godtyckligt
multipel av den homogena losningen till nAgon av vasmiidgar och vi far pa det
viset oandligt manga losningar. Darmed ar antalsiggaro, 1 eller co.

O

Svar:
a) Det finns en unik 1dsning om= 7/2 och annars ingen losning alls.
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(3) En triangel i rummet har horn i punkterda= (-2, —2,—-1), B = (2,1,—1) ochC =
(—1,1,3). Anvand skalarprodukten for att avgora om vinkeln viatiet B ar storre an
eller mindre ar60°. 4)

Losning. For att berakna vinkeln vid hornét ser vi pa vektorerna = BA ocht = BC.
Vi kan rakna ut koordinaterna for dessa vektorer som

T=BA=0A—-0B=(-2,-2,-1)—(2,1,-1) = (=4, -3,0)

och

7=DBC=0C—08=(—1,1,3) — (2,1,—1) = (=3,0,4).
Darmed har vi attu| = Vu - u = /(—4)2+ (=3)2+ 02 = /16 + 9 = /25 = 5 och
0] = V00 =/(-3)2+02+42 =9 +16 = /25 = 5.

Om j3 ar vinkeln mellan sidorn® A och BC far vi nu att
u-v (—4,-3,0)(—3,0,4) 12

cosf = o 5.5 ~ 95
Eftersomcos 60° = 1 och32 <  harviatt3 > 60°. (Cosinus ar en avtagande funktion
frain 0° till 180°.) 0

Svar: Vinkeln vid B ar storre ars0°.

(4) (a) Latp(z) vara ett polynom med reella koefficienter ochdatara ett reellt tal. Visa
attp(a) ar resten vid polynomdivision g z) medz — a. (2)
(b) Den symmetriska matriseA har karaktaristisk ekvatioh® — 4\2 + 5\ — 2 = 0.
Bestam samtliga egenvarden tlllom det ar kant att det finns en vekiog4 0 sadan
att Av = 2v. (2)

Losning. a) Vivet att resten vid division med—a antingen ar noll, eller har lagre grad
anz — a, vilket betyder att det ar ett konstant polynom. Vi hartt) = ¢(z)(x —
a)+r och om vi satter in: = a i detta uttryck far vip(a) = q(a)(a—a)+r = 0+r =
r, vilket visar attp(a) ar lika med resten vid division med: — a). Speciellt ser vi
att resten ar noll precis om= « ar ett nollstalle tillp(x), vilket ar faktorsatsen.

b) Att At = 2v betyder attv ar en egenvektor med egenvardleftersomv # 0.
Eftersom egenvardena ar rotter till den karakteristiskvationen har vi att — 2 ar
en faktor i\ — 4)\? + 5\ — 2, och med polynomdivision far vi

N 4N 45N —2=(A=2)(A\2 =2\ +1).
De ovriga egenvardena maste nu vara rotteAtil- 2\ + 1 = 0 vilket ar ekvivalent
med(A — 1)2 =0, dvs\ = 1.
Alltsa ar A:s egenvardem och2.
0

Svar:
b) Egenvardenatild ar1 och?2.
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(5) (a) Harled formeln for projektion av en vektorpa en nollskild vektofz genom att
anvanda egenskapen att- Proj, v ar vinkelrat motu och attProj, v ar parallell
meda. (1)
(b) Anvand formeln for projektionen fran del a) till atestamma den punkt pa linjen
genom origo med riktningsvektdi, 2, —1) som har kortast avstand till punkten
P =(2,0,1). (3)

Losning. a) EftersomProj. v ar parallell medz har vi Proj. v = au, for nagot reellt
tal a. Vi kan bestamma genom att anvanda villkoret att— Proj;v ar vinkelrat
motwu vilket med anvandning av skalarprodukten ger oss att

U-(0—Proj;0) =0<=1u-(v—au)=0<=u-1—au-u=0.
Darmed kan vi losa ut eftersomiz ar nollskild och far att

uU-v
a=—_——
u-u
och o
. u-v_
Proj; v = ——u.
uU-u

b) OmQ ar den punkt pa linjen som ligger narmashar vi attOQ ar projektionen av
OP pa rikningsvektorny, for linjen. Darmed far vi att
_ . —— OP-u_ (2,0,1)-(1,2,-1)
@ =ProjsOF = == 5 oy (2, =)
2-1 -241-(—1 1
_ 024120 5yl oy
1-14+2-24(=1)-(—1 6

)
Alltsa ar den narmsta punktén = (£, 5, —3).

(1,2,-1)

O

Svar:
b) @ = (3,3, —) ar den punkt pa linjer(1, 2, —1) som ligger narmasP = (2,0, 1).
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(6) (a) Forklara varfor determinanten av en basbytesmiatie kan vara noll. (1)
(b) Bestam basbytesmatrisen fran bagen= {(1,2,3),(0,1,2),(0,0,1)} till basen
G = {(1,0,-1),(1,-1,0),(1,1,1)}. Anvand sedan basbytesmatrisen for att be-
rakna koordinaterna relativt baséhfor den vektor som har koordinater(@ 1, 0)
relativt baser¥'. (3)

Losning. a) Ett basbyte gar att invertera och darmed kommer ochshytesmatrisen
att vara inverterbar. En matris ar inverterbar om och enatasdeterminanten inte ar
noll.

b) Vikan latt skriva upp basbytesmatriserna fran baséroah G till standardbasei®’
eftersom dessa matriser har basvektorerna uttrycktadatdabasen som kolonner:

1 0 0 1 1 1
glr=12 1 0 och elg = 0 -1 1
3 21 -1 0 1

Vi kan sedan berakna basbytesmatrigéir somg;TrpTr = (£Tg) 'gTrF. Denna
kan vi fa fram genom Gausselimination pa totalmatrise€f| zTr).

1 1 1|11 0 0 1 1 1 1/1 0 O 1
0 -1 1/2 1 0 | ~ T ~1 0 -1 1|2 10 |~] -r
-1 0 1|3 21 rs 471 0 1 2|4 21 3+ 79
11 1] 1 00 T — trg 110———% rL— Ty
01—1—2—10~7’2+§r3~01000§~ 9
00 3| 6 31 573 001 2 1 3 s
1 0 0]—-1 -1 —%
010 0 0 3
001 2 1 1
Vi kan kotrollera rakningarna genom
1 1 1 -1 -1 —% 1 00
TacTr=1 0 -1 1 0 0 5= 21 0| =gTe.
-1 0 1 2 1 1 321
Vi kan nu anvanda basbytesmatris€hi- till att berakna koordinaterna i baséh
for den vektors som har koordinaterna]» = (2, 1, 0) relativt baserf:
-1 -1 —% 2 —-2-1 -3
[Ole = ¢Tr[0)F = - 1] = 0 =( 0
2 1 1/ \0 4+1 5
O
Svar:

1
b) Basbytesmatrisen fran basErtill basenG ges av 0
2
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Vektorn som har koordinatép, 1, 0) relativt basen?” har koordinatef—3, 0, 5) re-
lativt basenG.

DEL B

(7) Lat T vara en spegling av planet i linjen = y och Iat.S vara en spegling av planet i

linjenz = 0.

(a) Bestam standardmatrisdrfor sammansattningesi’'. (2)
(b) Bestam minsta positiva heltalsadant atiA” ar identitetsmatrisen. (1)
(c) Ge en geometrisk tolkning av sammansattningéhn (1)

Losning. a) Vi ser pa hur de tva standardbasvektorerna paverkdsmgsammansatta
avbildningen.e, = (1,0) avbildas forst genonT” till €, = (0,1) eftersom den
positivay-axeln ar speglingen av den positiveaxeln i linjenz = y. Vi gar sedan
vidare medS och far att speglingeny-axeln fixerare,. Alltsa har vi attST'(e,) =
e,. Vidare har vi fore, att den forst avbildas p&, genom speglingen i linjem = y
och sedan vidare till-e, genom att speglingenji-axeln skickag, pa—e,. Darmed
arST(e,) = —e,. Standardmatrisen f&#7" blir darmed

a=(175)

b) Vi kan berakna successiva potenserdagenom

9 0 —1 0 —1 -1 0
4 :<1 o)<1 o):< 0 —1):_[’
AP =A A= A(-])=-A
och
At = (A2 = (~-1)?=1.
Darmed am = 4 det minsta positiva heltal sadant altt = 1.

c) | och med att, avbildas p&, oche, avbildas pa—e, genomST innebar den
sammansatta avbildningen en rotation médi positiv riktning for basvektorerna.
Darmed betyder den en sadan rotation for alla vektorkarigt och den geometriska
tolkningen avST ar en vridning av planet ett kvarts varv i positiv led, vilkel
stammer Overens med resultatet i b).

O

Svar:

a) Standardmatrisen f&7 ar A = 0 -1

1 0

b) Det minsta positiva heltal sadant att = I arn = 4.

c) Den sammansatta avbildningen motsvarar en vridning ameplett kvarts varv i
positiv led.
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(8) Symmetriska matriser ar som bekant alltid diagongbaea, men det ar annorlunda med
antisymmetriskanatriser, dvs matriser som uppfylldf = —A.
(a) Visa att en antisymmetriskx 2-matris bara ar diagonaliserbar om den ar nollma-
trisen. (1)
(b) Visa att samma sak galler aven for antisymmetriska3-matriser. (3)

Losning. a) En antisymmetrisk x 2-matris kan skrivas som

=)

for nagot reellt tak eftersomu;; = —aq; 0Chagy = —ag iNNEbAr atty;; = as = 0.
Den karakteristiska ekvationen fdrges nu avlet(A — AI) = 0, dvs

—a —A\
Denna ekvation har reella rotter bara am= 0, dvs om A ar nollmatrisen. For
att matrisen ska vara diagonaliserbar kravs att det finesvégden. Alltsa ard

diagonaliserbar bara orh = 0, vilket skulle visas.
b) Om A ar en antisymmetris& x 3-matris kan vi skriva den som

det(_/\ a):0<:>>\2+a2:0.

0 a -0
A= —a 0 c
b —c 0
eftersoma;; = —a;; innebar atla;; = 0 for: = 1,2,3 ocha,;; = —aj;, fori # j.

Vi behover har reella egenvarden for dtska vara diagonaliserbar och vi beraknar
den karaktaristiska ekvationeit(A — AJ) = 0 som

—A a —b
det | —a —X c
b —c —\

A

C
—c =) b —\ b —c
= =AM\ + ) —ala\ —bc) — blac +bA) = —X3 — A(a® + 1? + ).
Vi kan skriva om den karakteristiska ekvationen som

AN+ a®+ b+ ) =0

och denna saknar icke-reella Idsningar om och endast?omb? + ¢ = 0, dvs om
och endast om = 0.
Mer allmant skulle man kunna visa att antisymmetriska isatrinte ar diagonali-
serbara genom attv ar ortogonal mot. Det kan darmed inte finnas nagra egenvek-
torer med nollskilda egenvarden. Vi far detta gerom Av) = v* Av = (v' Av)! =
v'A'w = —v - (Av). Darmed aw - (Av) = 0.

— _Mdet [ — —adet<_a ©) Zpdet [ ¢ _A)

0
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(9) LatV vara vektorrummet av polynom av grad hogst tva, dvs
V = {p(x ’p =ax’ +br+c, a,bccR}).
Definiera
(p(x), a(x)) = p(—=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)
for p(x),q(z) € V.

(@) Visa att(-, -) ar en inre produkt p&. (1)
(b) Anvand Gram-Schmidts metod for att bilda en ortogdras forV utgaende fran
basenF = {1, x, 2°}. (3)

Losning. a) Vibehovervisa att, -) ar en symmetrisk bilinjar form och afp(z), p(x)) >
0 med likhet bara omp(z) = 0. Vi har att

(p(x),q(x)) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)
= q(—=1)p(=1) + ¢(0)p(0) + ¢(1)p(1) = (q(z), p(x))
vilket visar att den ar symmetrisk. Darmed racker deviesh att den ar linjar i den
ena komponenten och vi har att

agy () + bga(x))
p(=1)(aqi(=1) + bg2(=1)) + p(0)(aqi (0) + bgz(0)) + p(1)(aqi (1) + bga(1))
a(p(=1)qi(=1) + p(0)q1(0) + p(1)q ( ) + 0(p(—=1)g2(—1) + p(0)g2(0) + p(1)g2(1))
a(p(), 1 (x)) + b(p(x), g2(2)),
vilket visar detta.
Vidare har vi att(p(z), p(z)) = p(—1)*> + p(0)? + p(1)*> > 0, med likhet om och
endast onp(—1) = p(0) = p(1) = 0. Eftersom ett andragradpolynom inte kan ha
tre olika nollstallen far vi i sa fall atp(z) = 0. Darmed har vi visat att-, -) ar en
inre produkt pd’.
b) Lat nufi(z) = 1, fo(z) = x och f3(x) = x2. Vi anvander Gram-Schmidts metod
och later forsty, (x) = f1(x). Sedan definierar vi
x)
)

—~

p(x),

g2(x) = folz) — Mgl(x) T — (_1)'1+0'1+1'11:x—0:x
och till slut

(g1(2), g1 T 1+1-1+1-1

o Bl ) e)
D =0 = @), @) " ), gata)
o LlH0iTHtel (=140 0411
B %-1+1-1+1 1 ) (-1)-(-1)+0-0+1-1
=2 -2 1-0-2=0"—>.
3 3

Svar:
b) Den ortogonala basen som fas genom Gram-Schmidts raefddz, 2 — %}.
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(10) (a) LatA ochB vara godtyckliga kvadratiska matriser av samma storlek\oam skalar.
Visa att BA = AA om och endast omi:s kolonnvektorer ligger i nollrummet till
matrisenB — Al. (2)

(b) Antag nu att
1 2
B= [ b2 } |

Lat VV vara vektorrummet av alla x 2 matriser och Iaf" : V — V vara den linjara
avbildning som ges a¥'(A) = BA. Visa att2 ar ett egenvarde fdéf och bestam en
bas for motsvarande egenrum. (2)

Losning. a) Vikan skrivaom ekvationeBA = AA som(B—A\I)A = 0. Att produkten
av tva matriser ar lika med nollmatrisen betyder att atibbhner i den senare ligger
i nollrummet till den forra. | det har fallet betyder det &blonnerna iA ligger i
nollrummet till B.

b) Vikan anvanda oss av den foregaende deluppgiftesitfaira slutsatsen att egenrum-
met bestar av alla matriser vars kolonner ar linjarkambkibner av egenvektorerna
till B med egenvarde.

For att visa atR ar ett egenvarde behover vi se 2afr ett egenvarde foB. Vi kan
l6sa ut dessa genom att anvanda Gausselimination géntdtesen(B — 27]0) och

far da
—1 210 1 =210
( 2 —4‘0)N(0 0‘0)
dar vi multiplicerat den forsta raden med och lagt tva ganger den forsta raden till
den andra. Slutsatsen ar atr ett egenvarde tilB och att motsvarande egenvektorer

ges av nollskilda multipler a2, 1). Egenrummet som soks ar darmed alla matriser
vars kolonner ar multipler a2, 1)*, dvs

W:{(QS 2t) ’s,tGR}
s t

En bas for detta egenrum ges av

(o) 0))

eftersom varje matrisli’ kan skrivas som en linjarkombination av dessa basvektorer
pa ett unikt satt.
O




