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DEL A

(1) (a) Bestam de komplexa koefficientemna ochc sa att polynomet
P(z) =2 +az’ +bz +c

har nollstallena; =1 — 14, 29 = 2 —i0chz; = —i. (3)
(b) Gar det att andra pa ett av nollstallena sa att alktficienter blir reella? (1)

Losning. a) Enligt faktorsatsen ska polynomet kunna skrivas som
P(z) =Xz —21)(z — 29)(2 — 23)
for nagon konstank. Eftersom koefficienten fot® ar 1 maste vi hax = 1. Vi kan
nu rakna utP(z) genom att multiplicera ihop de tre faktorerfia—z;) = (z — 1+1),
(2 —29) = (z—2+1)och(z — 2z3) = (2 +14). Vifar
(z—1+4+d)(z—2+1) =2 —z2+4+iz2—22+2—-2i+iz—i—1
=22—(3—-2i)z2+1-3i
och
(z—=14i0)(z—2+14)(z+1)
= (2= (3—=2))z+1—3i)(z+1)
=23 —(3=20)2 + (1 = 3i)z +i2® —i(3 — 2i)z + (1 — 37)
=2+ (=3+30)22+ (-1 —6i)z +3+1.
Alltsa far vi att koefficienterna ska vare= —3 + 3i,b = —1 — 6i ochc = 3 +
b) Om koefficienterna ar reella forekommer komplexa riallen i konjugerade par.
Ingen av de tre nollstallena ar konjugatet av nagon awndesaoch darfor kan vi inte
fa alla koefficienter att bli reella genom att bara andaatiav nollstallena.
0

Svar:
a) Koefficienterna ati = —3 + 3i, b = —1 — 6i ochec = 3 + 1.
b) Nej, det gar inte eftersom nollstallena inte ar pakgsjugerade.
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(2) EnhetskubenR? ar den kub med volym ett som spanns upp av de tre standaekias
rerna. Den linjara avbildning€h fran R? till R? ges av matrisen

1 -3 4
AZ(—J 143)'

(a) Forklara varfofl” avbildar ett linjestycke R® pa ett linjestycke R2. (1)
(b) Rita upp bilden av enhetskubeRt under avbildningef’. (3)

Ldsning. a) Eftersom avbildningen ar linjar galler &t{(au + bv) = oT(u) + bT(V),
for skalarera, b och vektorefz, 7. Om vi har linjestycket mellan punkterdaoch@
kan vi skriva ortsvektorerna for punkterna pa detta Bhjeke som

OP +tPQ, 0<t<1.

EftersomPQ = OQ — OP blir detta(1 — t)OP + tOQ och nar vi anvander pa
dessa vektorer far vi

T((1-t)OP +1t0Q) = (1 - )T (OP) +tT(0Q)

vilket ar linjestycket mellart’ (O P) ochT(0Q).

b) Nar vi nu ska rita ut bilden av enhetskuben kan vi borjadrat rakna ut bilder-
na av hornen. Vi kan rakna ut alla det for alla atta harsamtidigt med hjalp av
matrismultitplikation:

Vi kan nu rita ut dessa atta punkter i ett koordinatsystemdra linjestyckena mel-
lan dem. Det omrade som innesluts av dessa linjer masaebilden av kuben under
avbildningenT'. De sex kvadratiska sidorna avbildas pa sex parallellngie tre
satten att valja ut tva av kolonnerna i matrisen ger tnalpgllogram som tillsam-
mans precis tacker hela bilden i det har fallet.
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(3) (a) Forklara varfor man kan berakna inversmatrigeert kvadratisk matrisi genom att
utféra Gauss-Jordanelimination pa totalmatrigé|7 ), dar7 ar identitetsmatrisen av
samma storlek sord. (1)

(b) Visa hur detta gar till i praktiken genom att berakneeirsen, A1, till matrisen

1 2 1
A=12 1 3
-1 2 -2
och kontrolleraatd—*A = AA~! = 1. (3)

Losning. a) Varje radoperation motsvarar multiplikation av totalrsgn med en ele-
mentar matris till vanster. Sammantaget ger alla radapmerer i Gauss-Jordaneliminationen
en multiplikation med en matri8 sa attAB = I. Darmed masté3 vara inversma-
trisen till A och i hogerledethar vi nu faf = B.
Vi kan ocksa se det som att vi loser matrisekvatiodéh = I, genom att ha multipla
hogerled. Vi har darmed koefficentmatrsoch hogerled, och I6sningen som ges
av Gausselimination ges & = A~ 1.

b)
1 2 111 0 0 Ty
A = 2 1 310 1 0 ~ T2—2T1
—1 2 — 0 0 ]_ T3+T’1
1 2 1 100 T
~[0 -3 1210 |~|-in
0 4 -1 1 01 T3+§T’2
1 2 1 1 0 0 r — 37’3
~1 01 —% § —% 0 | ~ | ro+rs
0 0 3| 73 3 1 37”3
1 21 1 00 T — 2T2 — T3
~1 01T 0/-111])~1|mnr
0 01-5 4 3 T3
10 0] 8 =6 =5
~1 01 0]-1 1 1
00 1/-5 4 3
Alltsa har vi att
8§ —6 —5
At=| -1 1 1
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Vi kontrollerar att

1 2 1 8 —6 =5
AA7 = 2 1 3 -1 1 1
-1 2 -2 -5 4 3
1-8+2-(-1)+1-(-5) 1-(-6)+2-1+1-4 1-(-5)+2-1+1-3
= 2-841-(-1)4+3-(-5) 2-(-6)+1-1+3-4 2-(=5)+1-1+3-3
—1-8+2-(-1)—2-(=5) —1-(-6)+2-1—2-4 —1-(=5)+2-1-2-3
100
=1 010
00 1
och att
8 —6 =5 12 1
A7TA = —1 1 1 21 3
-5 4 3 -1 2 =2
8:1-6-2—-5-(-1) 8-2—-6-1-5-2 8:1-6:-3—-5-(-2)
= -1-1+1-241-(-1) —-1-24+1-1+1-2 —-1-1+1-34+1-(-2)
—5-14+4-243-(-1) =5-244-143-2 =5-14+4-3+3-(-2)
1 00
=1 010
0 01
Svar:
8 —6 =5
b) Inversengesad!=| -1 1 1
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(4) Anvand induktion for att visa att

0 1\" [ 1=n n
-1 2 - -n n+1
for alla positiva heltah. 4)
Losning. Basfallet ges av. = 1, eftersomn = 1 ar det minsta positiva heltalet. Vi har

da att vansterledet ar X
01\ [ 01
-1 2 o -1 2

1-1 1\ _( 01
-1 1+1) \ -1 2 )
Alltsa ar vansterled och hogerled lika och pastaegdder forn = 1.

Antag nu att pastaende galler fior= k, for nagot positivt heltak. Vi vill nu visa att
det ocksa galler fon = k + 1. Enligt antagandet har vi att

01\ [1-k k
-1 2) =\ -k k+1

Darmed far vi att vansterledet far= k + 1 ar

o1\ [/ 01 0 1\"
(—1 2) -1 2 -1 2)

0 1 1—-k &k
-1 2 —k k+1
0-1—k)+1-(=k) 0-k+1-(k+1)
—1-(1=k)+2-(=k) —1-k+2-(k+1)

=k k+1\ [(1-(k+1)  k+1
"\ k-1 k+2 )\ —(k+1) (B+1)+1
vilket ar lika med hogerledet for = k1. Vi har visat att antagandet att pastaendet galler

for n = k leder till att pastaendet ocksa galler for= k + 1. Enligt induktionsprincipen
galler darfor pastaendet for alla heltaln> 1, dvs for alla positiva heltat. O

och hogerledet ar
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(5) (a) Forklara vad det innebar att en kvadratisk matiisagt diagonalisera. (1)
(b) Avgdr om matrisen
01
=)

gar att diagonalisera. (3)

Losning. a) Att det gar att diagonaliserabetyder att det finns en basbytesmaitisa
att P~ AP blir en diagonalmatris. Det innebar ocksa att det finnsa&nfbrR” av
egenvektorer tilld om A ar enn x n-matris.

b) For att avgdra om det gar att diagonalisdraehover vi se om det finns en bas for
R? som bestar av egenvektorer til. Vi soker efter egenvektorer genom att forst
l6sa den karaktaristiska ekvationelet(A — =) = 0. Vi far

-1 2—2z

=—a22—-2)-1-(-1)=2>-2r+1=(x —1)2
Darmed arr = 1 den enda losningen till den karaktaristiska ekvationérsoker
egenvektorer till egenvardétgenom Gausselimination pa totalmatrisen

-1 10 1 =110
-1 10 0O 00 /)"
Alltsa ges samtliga egenvektorer &\, 1), dart # 0. Det finns darmed inte tva

linjart oberoende egenvektorer til, som darmed inte gar att diagonalisera.
U

det(A —xl) =det (—x L

Svar:
b) Det gar inte att diagonaliser& eftersom det inte finns tva linjart oberoende egen-
vektorer.
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(6) Beskriv hur man kan bestamma ekvationen for det plamimet som innehaller en
given linje och en given punkt utanfor linjen. Ge ett belyda exempel genom att utfora
detta med punktefl, 1,0) och linjen(z,y, z) = (3,0, —1) + ¢(0,2, 1), dart ar en reell
parameter. 4)

Losning. For att finna ekvationen for planet behover vi finna en reduektor till pla-
net. FOr att gora detta kan vi anvanda kryssprodukteaméVa vektorer som ligger i
planet. Riktningsvektormn, till linjen ligger i planet liksom vektorn mellan punktei
och en punki pa linjen. For att fa en sadan vektd?(), kan vi ta skillnaden mellan
ortsvektorerna for punkteR och punkter(). Alltsa kan vi berakna normalvektorn som
n =7 x P(Q och far ekvationen for planet genom

(z,y,2)) —=OP) - m=0 <& (1,y,2)" - n=0P-n.
| det konkreta exemplet har vi= (0, 2, 1)t$h for att finna punkterp pa linjen kan
vivaljat = 0 och farQ = (3,0, —1). Vektorn PQ far som
PQ=0Q—-0P=(3,0,—1)'—(1,1,0)! = (2, -1, —-1)".
Vi far normalen genom vektorprodukten
7 =(0,2,1)" x (2,—1,-1)"
=2+ (=1) = 1+ (=1),1-2 =0+ (~1),0- (~1) = 2-2)’
=(—1,2,—4).
Vi vet nu att ekvationen kan skrivas sair(z, y, z)! = d for nagon konstant = n-OP =
(—=1,2,—4)"- (1,1,0)' = (=1) - 1+2- 14 (—4) -0 = 1.
Alltsa ges ekvationen for planet ave + 2y — 42 = 1. O

Svar: Planets ekvation arx + 2y — 4z = 1. (Eller nagon nollskild multipel av denna)

Var god \and!
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DeEL B

(7) Bestam basbyternR? ochR?* som gor att den linjara avbildningdn som har matrisen
4 3 2
A= < 1 =35 )
med avseende pa standardbaserna, far matrisen

100
B—(o1o)

med avseende pa de nya baserna. Ange bada basbytesmatdsk var noggrann med
att ange at vilket hall basbytena gar. (4)

Losning. Till att borja med ser vi att den tredje basvektorn i den ngsdm forR? ska ga
pa noll. Vi behover alltsa losa ekvationssystemet nogalinatrisen

0

0

<4 32‘0) <1 %éo) (1%%0) <10§
1 -3 5|0 0 —L£ Blo 01 =210 01 =2
Vifar alltsa losningarngz, y, z) = t(—1, %, 1). Vikan darmed valjig; = (—7,6,5) som

den tredje basvektorn fdk3 . Eftersom bilden av de tva forsta standardbasvektorarna
linjart oberoende kan vi latd, = (1,0,0)! och f, = (0, 1,0)%. Vi har nu en bas foR?

sa att matrisen blir
A (430
EEAFE— A1 =3 0

Om vi dessutom valjer bilderna gy och f, som basvektorey, ochg, i R? blir matrisen

den sokta, dvs
1 00
cAr = (o 1 o)

De basbytesmatriser som anvands ar nu

10 -7 4 3
0 0 5

Om vi inverterar den senare far vi

-1
_ 4 3 1 /3 3
aPg = (sPa) ' = (1 —3) 15 (1 —4)

och vi kan kontrollera att

cAr = (¢Pr)(eAr)(Pr) = 1_15 (11)) _34) Gl —33 ?)
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(8) Egenvektorer som hor till olika egenvarden till en sgatrisk matris ar automatiskt or-
togonala mot varandra. Anvand detta for att finna en onmabbas av egenvektorer till
matrisen

4 15 6 —3

5 4 6 -3

A= 6 6 —2 12

-3 =3 12 16
darm, = (1,1,1,1)%, @, = (0,0,1,2)%, 73 = (1,0, —2, 1) ochw, = (—1,1,0,0) ar fyra
linjart oberoende egenvektorer til. 4)

Losning. Vi borjar med att se vilka egenvarden de olika egenvekta&ar:

4 15 6 —3 10 1 -1 22 0 -11 11
15 4 6 —3 10 0 1 o 22 0 0 —11
6 6 —2 12 11 -2 0 o 22 22 22 0
-3 =3 12 16 1 2 1 0 22 44 -11 0
Alltsa aru, ochw, egenvektorer med egenvar2ly medat; ochu, ar egenvektorer med
egenvarde-11.

Darmed ar de tva forsta egenvektorerna automatiskgortala mot de bagge andra
och det rackera att byta ut motawu,; + bu, som ar ortonal moti; ochw, mot cus + duy
som ar ortogonal mats.

(awy + bug) -y = 0 <= auy - Uy + by -y = 0 <= 4a+ 3b = 0.
Vi kan véljaa = 3 ochb = —4 och far
W, =3(1,1,1,1)" — 4(0,0,1,2)" = (3,3, -1, —5).
P& samma satt kan vi fa att
(cus + duy) -uz =0 <= cus - Uz + duy - u3 = 0 <= 6¢ — d = 0.
och vi kan véljad = 6 ochc = 1. Da far vi
w, = (1,0,—-2,1)" +6(—1,1,0,0)" = (=5,6, -2, 1)".

Vi har nu en ortogonal bas av egenvektorer, men behovererarfir att fa en orto-
normal bas. Vi far da

?1 \ulllil - 1+1+1+1 = (1 11 ,
U2 \—12| Uy = 9+9+1+25(3 ’ —5)" = ( —1,-5)

63 u_: (7 7_7 )__(7 7_271>

) ‘f’l—’ = ﬂ(% 6, —2 16)t = L£(-5,6,—2,1)t
4 = @ % T 255361441 P TS T 66 P TS

vilket utgor en ortonormal bas av egenvektorer. O
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(9) Enellipsi planet med centrum i origo kan ses som en nivakurva till esdkatisk form,
dvs losningarna till ekvatione®(x, y) = k for nagon kvadratisk forry(x, y) och nagon
konstantk. Om vi efter ett ortogonalt koordinatbyte skriver ellipsegkvation pa den
kanoniskdormen

u? 0P

2 el

dara > b > 0, kommer den att som bredast va&rai storaxelriktningeroch som smalast

2b i lillaxelriktningen

(a) Bestam ekvationen for den ellips som hat 5v/2 ochb = 5 och som har storaxel-
rikningen(1,7). (3)

(b) Avgor om punkter{0, 7) ligger utanfor eller innanfor denna ellips. (1)

Losning. a) Vivill till att borja med finna den kvadratiska formen sdrar egenvarden
1/a* och1/b?, dvs1/50 och1/25. Egenriktningen som hor till det mindre egenvardet,
1/a?, ar(1,7), och eftersom egenvektorer till olika egenvarden argotwla far vi
den andra riktningen til{7, —1). Vi kan stalla upp det ortogonala basbytet som

Pl )

eftersom de bada vektorerfig 7) och (7, —1) bada har langd/72 + 1 = /50. Vi
kan nu fa matrisen for den kvadratiska formen med dessavagien och egenvek-

torer som
1 L 0 1 7
_ t_ 1 50 1
a=ror=gs(c ) (F 0)w )
(17 1 0\ /1 7
T 502 \7 —1 02 7 —1
L (17 1

502 \7 —1 14 —2

1 (99 =T

- 502\ =7 51
Vi kan darmed skriva ekvationen for ellipsen som
9922 — 14zy + 51y* = 2500

i de ursprungliga koordinaterna.
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b) For att avgdra om punkten, 7) ligger i eller utanfor ellipsen ser vi pa vardet av den
kvadratiska formen:

99-02—14-0-7+51-7>=51-49 = 50° — 1 = 2499

Den kvadratiska formens varden vaxer for stdnrey) och darmed mast@, 7) ligga
inuti ellipsen efterson499 < 2500.
U

Svar:
a) Ekvationen for ellipsen @922 — 14xy + 51y% = 2500.
b) Punkten(0, 7) ligger inuti ellipsen.
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(20) Itillampningar inom statistik forekommetokastiska matriseDet ar kvadratiska matri-
ser dar elementen i matrisen ar sannolikheter och dégfger i intervallet[0, 1] och dar
summan av elementen i varje kolonn ar lika med

(a) Visa att produkten av tva stokastiska matriser av sastoréek ocksa ar en stokas-

tisk matris. (2)
(b) Visa att varje stokastisk matris har ett egenvarde apm ~ (2)
Losning. a) Attsumman av kolonnelementen ar ett betyder att veltesn(1,1,...,1)"
uppfyller
A =7

for en stokastisk matrigd. Om nu ocks33 ar en stokastisk matris ar
V"AB=7'B =71

vilket visar att kolonnsummorna ar ett aved B. Eftersom badel och B bara har

icke-negativa element kommeirB ocksa att vara icke-negativ. Om summan av ett

antal icke-negativa tal ska vara ett maste alla talen liggeervallet [0, 1]. Alltsa ar

produkten av tva stokastiska matriser ocksa en stokasidgris.

b) Lat A vara en stokastisk matris. Vi sag i del (a) &@ttl = o'. Om vi transpone-
rar detta far vi attA®s = v, dvsv ar en egenvektor med egenvartdll A’. Ef-
tersomdet (A" — xI) = det(A — zI) har A och A samma karaktaristiska ekvation
och darmed samma egenvarden. Efterdomn ett egenvarde tilh! ar det ocksa ett
egenvarde till4, vilket skulle visas.

0




