oy

B,
$KTHY

VETENSKAP
39 OCH KONST 9%

s

KTH Teknikvetenskap

SF1624 Algebra och geometri
Tentamen
Lordagen den 5 juni, 2010

Skrivtid: 09.00-14.00
Tillatna hjalpmedel: inga
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Tentamen bestar av tio uppgifter som vardera ger maxirgedt poang. De sex forsta upp-
gifterna utgor del A och resterande uppgifter del B. De tnesta uppgifterna kan ersattas med
resultat fran den lopande examinationen enligt beskryen i Kurs-PM! Det ar maximum mel-
lan resultatet fran den ldpande examinationen och i@stijpa motsvarande uppgift pa tentamen
som raknas.

Betygsgranserna ges av

Betyg |A B C D E Fx
Total poang 31 26 21 18 16 14
varav fran del B‘ 1 7 3 - - -

Redovisa losningarna pa ett sddant satt att beraknimgh resonemang ar latta att folja. Mo-
tivera val! For full poang pa en uppgift kravs att lasgen ar valpresenterad och att det finns
utforligt med forklarande text till berakningarna. &iingar som saknar forklarande text bedoms
med hogst tva poang.

Var god \and!

l0bservera att endast Iopande examination fran periodpedod 3 kan tillgodoraknas vid denna tentamen.
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DEL A

(1) Betrakta det komplexa talet= 3 — 1.

(a) Skriv potenserna™ pa rektangular form, fon = —2, —1,0, 1, 2. (3)
(b) Bestam ett andragradspolynom med reella koefficiesder harw som ett av sina
nollstallen. (1)

(2) Den linjara avbildningef : R? — R? har standardmatrisen

(),

€)) ?erakna potensermd’, forn = —2,—1,0, 1, 2. (3)
(b) Askadliggor verkan av den linjara avbildningérpa det kvadratiska omradetsom
ges av figuren nedaa. (1)

’

FIGUR 1. Omradet)

| P

(3) (a) Bestam samtliga losningar till ekvationssystesoen ges av

2 2 4 -1 4\ [ 1
202 -2 —6 ||| |4
“101 -2 =5 |[®] 7| 3
228 1 4)(™ 3
Is
med hjalp av Gausselimination. (3)

(b) Ange ett hogerled for vilket motsvarande ekvatiosssgn saknar [0sning. (1)

(4) Fibonaccitalen har anvants for att modellera visgetyav tillvaxtsituationer. De defi-
nieras av attty, = F, = 1 ochF,, = F,_; + F,,_», for n > 2. Den relativa tillvaxten
ges av kvoternay,, = F,,,/F,, forn > 0. Med hjalp av rekursionen ovan far vi att
a, = (F,+ Fo1)/F, = 1+ 1/a,, 4, for n > 1. Anvand detta for att med hjalp av
induktion visa att den relativa tillvaxten uppfyller

3

—<a,<2

g = =
for alla heltaln > 1.

2Anvand egenskaperna hos linjara avbildningar, exenigatt linjestycken avbildas pa linjestycken.
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(5) (a) Forklara hur man kan anvanda projektion for agtsmma det kortaste avstandet
fran en punkt till ett plan och illustrera metoden genonbattamma avstandet fran
planet som innehaller punkteroa= (1,0, 1), B = (2,3,3) ochC = (-1,5,2)

till punkten D = (3,1, 0). (3)
(b) Forklara varfor svaret ocksa kan fas med hjalp awnfgin
_[(AB x AC) - AD|
~ |AB x AC|
genom att tolka taljare och namnare geometriskt. (1)

(6) (a) Bestam om mojligt en basbytesmatfisom diagonaliserar den antidiagonala ma-

trisen
0 0 4
A= 0 3 0
100
3)
(b) Forklara varfor egenvektorerna till ocksa ar egenvektorer tifl2. (Det omvanda ar
dock inte nddvandigtvis ar sant.) (1)

Var god \and!
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DeEL B

(7) Vid en matning har man erhallit fem punkt&y = (0,1), P» = (1,2), 25 = (2,3),
P, = (3,5)ochP; = (4,6). Den teoretiska modellen sager att det skulle finnas g#irtin
sambandy = ax + b, for nagra parametrarochb.
(a) Anvand minsta-kvadratmetoden for att bestammaatden pa parametrarna som
bast stammer med matningarna. (3)
(b) Vilka av de fem punkterna har storst, respektive miastjkelse mot den framtagna
minsta-kvadratlosningen? (1)

(8) Latw,,v,,...,v, vara en ortonormal bas f&&" med avseende pa den Euklidiska inre
produkten. Betrakta dessa vektorer som 1-matriser och bilda x n-matrisen

- — —t — =t
A = 1110 + aUs0y + - - - + @, U,

daray,as, ..., a, arreellatal.
(a) Visa attA ar en symmetrisk x n-matris. (1)
(b) Visa atty; ar en egenvektor tilh med egenvarde;, fori = 1,2,...,n. (1)
(c) Anvand detta for att bestamma en symmetrisk matrid egenvektorernél, 0, —1),
(1,1,1) och(1, —2,1) dar motsvarande egenvarder2as respektives. (2)

(9) Lat P3 = {asz® + ax2® + a1z + aglag, a1, as, a3 € R} vara vektorrummet av reella
polynom av grad hogst tre. Definiera den linjara avbildein? : P; — P; genom

T(p(x)) = D*((2* + L)p(z)) — 12p(z)
darp(x) € P; och darD? = % avser derivering tva ganger.

(@) Bestam nagot polynop(z) i P; sadant atl’(p(z)) = 14a3. (1)
(b) Bestam en bash; for vilken avbildningens matris ar diagonal. (3)

(10) Lat(xy, z9, z3) vara koordinater foR* med avseende pa standardbasgm,, e; och lat
T : R?* — R3 vara den linjara avbildning som bestams av
T(e,) =26, +eés+e3, T(e)=2¢ +26+es, T(e3)==e+ 3e;.
Lat V vara delrummet alR® som ges av ekvationen + x5 + 23 = 0.
(a) Visa att det for varje vektari V' galler att bildvektorri’(v) ligger i V. (1)
(b) L&tS : V — V vara den linjara avbildning som man far frihgenom att bara
anvanddl’ pa vektorer iV. Bestam matrisen for avbildningeéfimed avseende pa
nagon bas fol” och bestam egenvardena for denna matris. (2)
(c) Forklara varfor egenvardena som bestamdes i 1082o@kegenvarden till standard-
matrisen forT". (1)




