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Tisdagen den 15 december, 2009

Alimant galler foljande:

e Om losningen helt saknar forklarande text till berakygin och formler ges hogst tva
poang. Detta markeras vid bedomningen med “FTS” (Foakide text saknas).

e Om ldsningen har forklarande text men inte tillrackligt att det ska ga att forsta alla
steg ges hogst tre poang sammanlagt pa uppgiften. Detteenas med “FLFT’ (For lite
forklarande text).

e Mindre raknefel ger i allmanhet inte avdrag om de interandippgiftens karaktar eller
leder till orimligheter som borde ha upptackts.

DEL A

(1) (a) Bestam de komplexa koefficientemna ochc sa att polynomet
P(z) =2 +az? +bz +c

har nollstallena; =1 — 14, 29 = 2 — i 0Cchz3 = —1. (3)
(b) Gar det att andra pa ett av nollstallena sa att alktficienter blir reella? (1)
Bedomning:
a) - Korrekt hanvisning till faktorsatsend, poang.

— Korrekt multiplikation av tva faktorer poang.
— Korrekt slutford multiplikation och slutsats om koeffinterna,l poang.
b) — Korrekt motivering till varfor det inte gar att fa alla kéficienter reella genom
att andra pa ett nollstallg, poang.
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(2) Enhetskubeni R? ar den kub med volym ett som spanns upp av de tre standaekias
rerna. Den linjara avbildning€h fran R? till R? ges av matrisen

1 -3 4
Az(—? 4 3)'

(a) Forklara varfofl” avbildar ett linjestycke R? pa ett linjestycke R2. (1)
(b) Rita upp bilden av enhetskubeRt under avbildningef’. (3)
Bedomning:
a) - Korrekt forklaring till varfor linjara avbildningar avildar linjestycken pa lin-
jestycken, men hanvisning till linjaritetsegenskapkeppang.
b) — Korrekt princip for att finna bilden av en punkt genom matmigtiplikatoin, 1
poang.

— Korrekt berakning av bilderna av hornehnpoang .
— Korrekt uppritad figurl poang.

(3) (a) Forklara varfor man kan berakna inversmatrigeert kvadratisk matrisi genom att
utfora Gauss-Jordanelimination pa totalmatriséfY), dar/ ar identitetsmatrisen av

samma storlek sord. (1)

(b) Visa hur detta gar till i praktiken genom att berakneeirsen,A~!, till matrisen
1 2 1
A= 2 1 3
-1 2 =2

och kontrolleraatd—*A = AA~! = 1. (3)

Bedomning:
a)  — Korrekt motivering till varfor det gar att berakna ingen till A genom Gauss-

Jordanelimination pa totalmatrisér|I), exempelvis genom hanvisning till
att radoperationer svarar mot multiplikation med eleraemtiiatriser til vanster,
eller genom att se det som ldsning av en matrisekvatidn= I, 1 poang.

b) — Korrekt Gausselimination till trappformi, poang.
— Korrekt slutford elimination till reducerad trappform ohglutsats om inversen,
1 poang.

— Korrekt verifiering av berakningen genom matrismultipliloner,1 pcang.
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(4) Anvand induktion for att visa att

01 n_ 1—n n
-1 2 o -n n+1

for alla positiva heltah. 4)

Bedomning:

Korrekt hantering av basfallet= 1, 1 poang.

Korrekt anvandning av induktionsantagandepoang.

Korrekt utford matrismultiplikation] poang.

Korrekt slutsats om induktionssteget och slutfort bevedrhanvisning till induk-
tionsprincipen eller induktionsaxiomét poang.

(5) (a) Forklara vad det innebar att en kvadratisk mattisagt diagonalisera. (1)
(b) Avgdr om matrisen
0 1
=(42)

gar att diagonalisera. (3)
Bedomning:
a) — Korrekt forklaring av diagonaliserbarhet, exempelvisigm att saga att det

finns en bas av egenvektorer, eller genom att det finns enswfatsa att
P~ AP ar en diagonalmatrig, poang.
b) — Korrekt bestamning av egenvardena genom den karatis&asekvationenl
poang.
— Korrekt berakning av egenvektorerna till egenvardett poang .
— Korrekt motiverad slutsat om att inte gar att diagonaliserdl,poang.

(6) Beskriv hur man kan bestamma ekvationen for det plamimet som innehaller en
given linje och en given punkt utanfor linjen. Ge ett belyda exempel genom att utfora
detta med punktefl, 1,0) och linjen(z,y, z) = (3,0, —1) + ¢(0,2, 1), dart ar en reell
parameter. (4)

Bedomning:
e Korrekt forklaring till hur man kan finna normalvektornlfdlanet,1 poang.
o Korrekt forklaring till hur normalvektorn kan anvandas ftt fa fram ekvationen for
planet med hjalp av en punkit,pcang.
¢ Korrekt berakning av normalvektorn i det aktuella exerhdlgpoang.
o Korrekt slutford berakning av planets ekvatidrpoang.
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DEL B
(7) Bestam basbyternR? ochR?* som gor att den linjara avbildningdn som har matrisen

432
A—<1 435)

med avseende pa standardbaserna, far matrisen

100
B‘(o 10)

med avseende pa de nya baserna. Ange bada basbytesmatdsk var noggrann med
att ange at vilket hall basbytena gar. (4)

Bedomning:
a) - Korrekt slutsats om atf, maste skickas pa notl, poang.
— Korrekt motiverat val av dvriga basvektorer féif, 1 poang.
— Korrekt motiverat val av bas faR?, 1 poang.
— Korrekta basbytesmatriser, inklusive riktning pa bashyit poang.

(8) Egenvektorer som hor till olika egenvarden till en sgatrisk matris ar automatiskt or-
togonala mot varandra. Anvand detta for att finna en ortmabbas av egenvektorer till
matrisen

4 15 6 -3

15 4 6 —3

A= 6 6 —2 12

-3 =3 12 16
darw, = (1,1,1,1)", % = (0,0,1,2)", 73 = (1,0, -2, 1)’ ochty = (-1,1,0,0)" ar fyra
linjart oberoende egenvektorer til. (4)

Bedomning:
e Korrekt analys av vilka egenvektorer som hor till sammawgede,l poang.
e Korrekt metod for att finna egenvektor med egenv&2lsom ar ortogonal mat; ,
1 poang.
¢ Korrekt ortogonal bas av egenvektorepoang.
¢ Korrekt normerad bas av egenvektorepoang.




SF1624 Algebra och geometri - Tentamen 2009-12-15 5

(9) Endlipsi planet med centrum i origo kan ses som en nivakurva till esdkatisk form,
dvs losningarna till ekvatione®(x, y) = k for nagon kvadratisk forry(x, y) och nagon
konstantk. Om vi efter ett ortogonalt koordinatbyte skriver ellipsegkvation pa den

kanoniska formen ) )

u v

2 et
dara > b > 0, kommer den att som bredast v&rai storaxelriktningen och som smalast
2b i lillaxelriktningen.

(a) Bestam ekvationen for den ellips som hat 51/2 ochb = 5 och som har storaxel-

)

rikningen(1, 7). 3)
(b) Avgor om punkteri0, 7) ligger utanfor eller innanfor denna ellips. (1)
Bedomning:
a) — Korrekt slutsats om lillaxelriktningeri, poang.
— Korrekt uppstallning for att bestamma matrisen for &eadratiska formenl
poang.
— Korrekt slutford berakning av ekvationen for ellipsémoang.
b) — Korrekt motiverad slutsats om att punkten ligger inutipsin,1 poang.

(20) Itillampningar inom statistik forekommetokastiska matriser. Det ar kvadratiska matri-
ser dar elementen i matrisen ar sannolikheter och dégfger i intervallet[0, 1] och dar
summan av elementen i varje kolonn ar lika nmed

(a) Visa att produkten av tva stokastiska matriser av sastoréek ocksa ar en stokas-

tisk matris. (2)
(b) Visa att varje stokastisk matris har ett egenvarde aom ~ (2)
Bedomning:
a) — Korrekt motivering till att produkten av stokastiskRax 2-matriser ar stokas-
tiska,1 poang.
— Korrekt motivering till att det stammer i allmanh&tpoang.
b) — Korrekt motivering till att stokastiska x 2-matriser har ett egenvarde som ar
1, 1 poang.

— Korrekt motivering for att detta galler for alla stokis&ia matriser2 poang.




