KTH Matematik
Hans Thunberg

Kompletterande kurslitteratur om serier

I Persson & Boiers 2.5.4 introduceras serier, och serier diskuteras ocksa i kapitel
7.9. Innan du ldser vidare har skall du ha last dessa avsnitt och rdknat tillh6rande
rekommenderade Gvningar.

Héar nedan anvénds beteckningar och definitioner fran Persson & Boéiers utan
vidare forklaring.

1. ALLMANNA TERMEN GAR MOT NOLL AR NODVANDIGT MEN INTE
TILLRACKLIGT FOR KONVERGENS

Vi borjar med att formulera ett nodvandigt villkor for att en serie skall vara
konvergent.

En serie ar konvergent om foljden av delsummor nédrmar sig ett bestdmt vérde,
d v s nir man adderar fler och fler termer sa “bromsar summan in” och nérmar sig
ett gransviarde. Om detta ska ha en chans att intréiffa maste termerna bli mindre
och mindre och ndrma sig 0. Mer precist formulerat far vi foljande

Sats 1. Om serien ZZO:() ay konvergerar sa géller att limy_, ., ap = 0.

Beuvis. Beviset bestar av en formalisering av resonmenaget som foregar Sats 1. An-
tag att y - ay konvergerar mot vérdet L, > 7, ar = L. Detta &r defintionsméssigt
detsamma som att féljden av delsummor konvergerar mot L, dvs

sn:Zak:ao—i—al—i—-“—i—an och lim s, = L.
k=0

n—oo
Vi observerar ocksa att a, = s, — s,_1. Detta ger att
lim a, = lim (s, — s,-1) = lim s, — lim s, 1 =L — L =0.
n—oo n—oo n—oo n—oo
Sats 1 dr ddrmed bevisad.
Sats 1 &r kanske mest anvéndbar i f6ljande (logiskt ekvivalenta) omformulering:

Sats 1, alternativ formulering. Om limy_. aj # 0 &r serien ) .- ax divergent.

Denna formulering ger ett verktyg for att visa att serier inte dr konvergenta.



Ezxempel 1.

e Serien Y ;7 (—1)* dr divergent eftersom limy_,o(—1)" inte existerar.

e Serien Z;O:l (1 + k—lz) ar divergent eftersom limy_, . (1 + k%) =1#0.
Téank sjéalv igenom hur delsummorna skulle se ut i dessa tva exempel, och 6vertyga
dig sjalv om att serierna maste vara divergenta, och att skilet till detta &ar precis
det allménna faktum som har formulerats i Sats 1.

Viktigt! Observera att Sats 1 endast ger ett nddvdndigt villkor for konvergens. Med
andra ord finns det gott om serier dar lim;_, . ary = 0 men ZZOZO ay ar divergent. Se
t ex Exempel 26 (sidan 172) i Persson & Boiers ddr man visar att

>

o VE
ar divergent. Exempel 22 pa sidan 344 visar mer generellt att y .-, kia ar divergent
om « < 1, och konvergent for a > 1.

Det récker alltsa inte att allmédnna termen gar mot noll fér att en serie ska kon-
vergera, det kriavs nagot mer. For icke-negativa serier, a,, > 0 for alla n, skulle man
kunna séga att det som kravs dr att termerna gar mot noll tillrdckligt snabbt. Si-
tuationen &r snarlik den for generaliserade integraler, jfr. Exempel 15 (sid 305) och
Sats 11 (sid 306) i Persson & Boiers.

2. POSITIVA SERIER

En serie kallas positiv (icke-negativ) om alla dess termer ar > 0 (> 0). Pa mot-
svarande sétt kallas en serie negativ (icke-positiv) om alla dess termer dr < 0 (< 0).

Ezxempel 2.
1
e Serien ZZil(—l)’“E varken positiv, icke-negativ, negativ eller icke-positiv.

e Serien > 77 (1 + 75) dr positiv (och dérmed ocksé icke-negativ)

_ o (=DkF—1
e Serien ) -, %

For positiva serier finns ett antal tester med vars hjédlp man kan avgora konver-
gens; vi ska hér titta pa nagra utav dessa. (Ett test for positiva serier kan direkt
omformulers till ett test for negativa serier. Hur da?)

Att det ar lattare att studera konvergens for serier dar alla termer har samma
tecken &n for serier med savél positiva som negativa termer kommer sig av att for
positiva serier finns det bara tva mojligheter:

(i) antingen divergerar serien mot 400, eller sa

(ii) konvergerar den mot ett andligt tal.

Jamfor med situationen for generaliserade integraler av positiva funktioner.

ar icke-positiv, men inte negativ.
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For serier med oandligt manga saval positiva som negativa termer kompliceras
det hela av att féljden av partialsummor kan oscillera och av att termerna kan ta ut
varandra pa olika sétt.

3. DOMINERAD KONVERGENS FOR POSITIVA SERIER

Sats 2 Antag att 0 < a, < b for alla k =0,1,2.... Da géller att

(i) Zbk konvergerar —> Zak konvergerar;

k=0 k=0
oo oo

(ii) E a divergerar = E by, divergerar.
k=0 k=0

Bevisidé. Antag att Y -, by konvergerar och &r = L. Det betyder att delsum-
morna t, = ZZ:O b, alla &r < L. Men eftersom a; < by for alla k, maste dven
delsummorna s, = Y ;_ a; alla vara < L. Eftersom ), ax &r en icke-negativ
serie enligt forutséittningarna maste den antingen divergerar mot +o0o, men det &r
uteslutet da delsummorna aldirg blir storre &n L, eller konvergera mot ett dndligt
tal, vilket alltsa ar den enda kvarvarande mojligheten. Vi har bevisat (i). Pastaende
(ii) foljer direkt fran (i).

Sats 11 sidan 306 i Persson & Béiers ér ett helt analogt pastaende om generalise-
rade integraler.

1

Ezempel 3. Avgor om serien -, m

ar konvergent eller divergent.

1
Vi vet att serien ) />, o ar konvergent eftersom det &r en geometrisk serie med

kvot 1/2. Vi ser ocksa att termerna i den givna serien dr positiva och domineras av
denna geometriska serie, d v s

0< for alla k > 1.

Av Sats 2 foljer att Y -, ar konvergent.

(24 k)"
n+1
n3/2 —1
n+1
n3/2 — 1

Ezempel 4. Avgor om serien Y~ ar konvergent eller divergent.

For stora virden pa n borde vara av samma storleksordning som —.

vn

1
Da vi vet att >~ —= &r divergent (Se Persson & Boiers Exempel 22 sidan 344)
n
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ger Sats 2 oss en mojlighet att visa att den givna serien ar divergent om vi lyckas

1 1
visa att ntt > —— for alla heltal n > 2. Vi har att
n¥?2—17" /n
n+1 n n 1
n3/2 —1 - n3/2 —1 - n3/2 ﬁ
S U o S
Alltsa ar ) >, 1 divergent.
N . o 1 . .
Ezempel 5. Avgor om serien )~ — dr konvergent eller divergent.
n!
Vi har att
n=1.2-3-...-.n>1-2-2.....2=2""1
och foljaktligen &r
1 1
nl =gt
1

Eftersom den geometriska serien » >, o1 ar konvergent foljer det enligt Sats 2

1
att -7, — ocksa ér konvergent.

n!

n+1

ar divergent, genom att visa att termerna

. ) . 1
var storre dn motsvarande termer i den divergenta serien -, 7
n

. A ena sidan kdnns det som om denna serie borde bete

I Exempel 3 visade vi > 7, ——— 21
n3/2 _

. Betrakta nu

. .. : o n _
istéllet serien Y 7 W21

sig precis likadant, dvs divergera, eftersom de tva teckendndringarna borde vara helt
betydleselosa for stora virden pa n. Men vi kan inte anvianda Sats 2 direkt, eftersom

: «,.2 o117 n—1 1
en enkel uppsakttning av termernas storlek “gar at fel hall”, 1 < % Ett
n—1 1

sitt att komma runt denna svarighet &ar t ex att forsoka visa att P12 2

1
serien med termer NG ar divergent (Varfor da?) och nu “gar olikheten at rétt hall”.
n

Ett enklare sétt dr att anvinda Jamforelsetestet for positiva serier.



4. ETT JAMFORELSETEST FOR POSITIVA SERIER

Sats 3. Antag att ap > 0 och b, > 0 for alla k = 0,1,2,3,..., och antag ocksa att
limg_ oo Z—’; existerar som ett egentligt nollskilt griansvirde, d v s

, L # 0, +o00.

Da géller att antingen &r bada serierna y .-, aj och Y _p- by konvergenta eller ocksa
ar bada divergenta.

Beuvisidé. For stora k kommer a; och b, att vara approximativt proportionerliga

mot varandra,

a

E L = a~ L

by,
Antag nu att Y - by dr konvergent. Forst konstaterar vi att da dr ocksa Y ,- \ by
ocksa konvergent for varje positivt heltal N, vi har ju bara kapat bort ett antal
termer i borjan. Vi vill visa att konvergensen av > by implicerar att > -, ax
ocksa #r konvergent, genom att utnyttja att ap ~ Lby for stora virden pa k. For
tillrdckligt stora heltal N gillet nu att

00 N-1 00 N-1 [e's)
E ap = E ap + E ap ~ E ap + L E b..
k=0 k=0 k=N k=0 k=N

Vi har skrivit ., a; som en summa av en éndlig summa fov:_ol ay, som forstas
alltid dr konvergent, och en “svans” L >~ \ b, som ocksa &r éndlig, den &r talet L
multiplicerat med en konvergent “svans” fran » - by. Alltsa dr >, aj konvergent.
De andra fallen foljer av likartade resonemang. (Om man vill omvandla detta till
ett fullstédndigt bevis kan man jobba med olikheter istéllet, t ex géller under givna
forutséttningar att a, < 2Lbg for alla tillrickligt stora viarden pa k. Detaljerna
ldimnas som 6vning at den intresserade.)

n

Ezempel 6. 1 slutet av forra avsnittet antydde vi att >~ | 3
n

-1
AT borde bete sig

> o, —= och ddrmed vara divergent. Vi kan nu anvénda Sats 3 (Jamforelsetestet)
n

for att visa detta.

n—1
_n—1_ 1 3/2 1—p-t
lim 22+l hmn—.\/_ﬁ: hmmz lim —— %
n— oo \/Lﬁ n—oo n3/2—|—1 1 n—oo n3/2—|—1 n—>001—|—n_3/2
2

Ezempel 7. Undersok konvergensen hos serien » - -
n? —1Inn
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Vi vet att for stora n éir n? mycket storre én Inn och serien borde darfor konvergera

precis som serien » ° | —. Vi har att
n

2 2 2
. . n . 2n .
lim =% = lim ————— . — = lim ———— = lim — =2
n—oo = n—oon?—Inn 1 n—oon? —1Inn n-oco]l — %
o 1o , s 00 2
Eftersom )~ | — &r konvergent &r ocksa )~ ————— konvergent.
n n® —1Inn
y : oo 1
Exempel 8. Undersck konvergensen hos serien )~ , 7
e

1

en’

Vid forsta paseendet tycks denna serie paminna om en geometrisk serie > |

och det skulle darfor kunna vara naturligt att prova att jaimfora med denna. Detta
ger dock

1 Jn
. on . € . _
= lim 44— = lim — = lim e ntVR — ),
n—00 —= n—oo e n—o00
e

Eftersom griansvirdet = 0 ger inte jamforelsetestet nagot besked. Inte blir det battre
om vi kastar om téljare och ndmnare, da blir grinsvéirdet 400 och inte heller i det

1
fall ger jamforelsetestet nagot besked. Faktum &r att >~ 7 ar konvergent, men
e n

detta maste visas pa nagot annat siatt. Vi lamnar detta som en 6vning.

5. NAGRA AVSLUTANDE ORD

Det kan vara bra att veta att det finns ett antal andra konvergenstester. For po-
sitiva serier finns ocksa bl a kvotkriteriet och rotkriteriet. Vissa alternerande serier
(serier dér varannan term &r positiv och varannan negativ) kan undersokas med
Leibniz kriterium. Dessa kan man vid behov ldsa om i de flesta larobocker i grund-
laggande analys for hogskolan (dock inte i Persson & Boiers).

Avslutningsvis konstaterar vi att for serier med savél odndligt manga positiva som
negativa termer ar bilden som regel mer komplicerad. Serien

w1 1 1 1
;( D =—ltg—g+7—
kan visas vara konvergent med hjilp av ovanndmnda Leibniz kriterium, men genom
att ordna om seriens termer (dvs summera samma termer men i en annan ordning)
kan man fa visentligen vilket beteende som helst: divergens mot +oo, divergens mot
—00, divergens genom oscillation eller konvergens mot ett godtyckligt valt reellt tal!



6. OVNINGAR

Avgor om foljande serier konvergerar eller divergerar.

Ovm’ng 1
| =1 =1
a — b — c —_—
(a) 25 (b) nzl\/ﬁ (c) ;]1/3
Ovm'ng 2
4" b —_
(a) ; (b) ; 1000k + 3
Ovm’ng 3
> n > 1
(&) — Inn (b) ;nQ Inn
Ovning 4
= J° — J° — —
j=2 7j=1 j=2 =1
Ovm’ng 5
> n “14+n =, o
(a) Zl ol (b) Zl ol (c) Zl ]
Ovm'ng o




7. SVAR OCH TIPS TILL OVINGARNA

1. (a) Konvergent (b) Konvergent(c) Divergent . Anvénd Cauchys integralkriteri-
um eller Exempel 22 pa sidan 344 i Persson & Boiers.

2. (a) Konvergent , geometrisk serie. (b) Divergent, termerna gar inte mot noll.

3. (a) Divergent (b) Konvergent, termerna domineras av termerna i en konvergent
serie.

4. (a) Konvergent (b) Konvergent. (¢) Divergent (d) Divergent. Prova med att
dominera med kénd serie eller forsok med jamforelsetestet.

5. (a) Konvergent (b) Konvergent, gor jamforelse med (a). (c) Konvergent, lat dig
inspireras av Exempel 5

6. (a) Divergent (b) Konvergent. Studera forst motsvarande generaliserade inte-
gral, lampliga substitutioner behovs for att finna primitiver.



