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(1) Vi skall studera differentialekvationen

dy

(a) Skissera differentialekvationens riktningsfilt, och skissera ocksa nagra
typiska losningskurvor y = y(x). Vad dr det asymptotisk beteendet hos
l6sningarna nér x — co?

(b) Lat y(z) vara losningen till begynnelsevirdesproblemet ¢y = = — y,
y(0) = 1. Bestdm ett approximativt virde pa y(0.5) med Eulers steg-
metod. Anvénd steglangden h = 0.1.

(c) Forklara hur man skulle ga till véiga for att fa en bdttre approximation
med Eulers metod.

(d) Los differentialekvationen y' = x—y och bestam det exakta virdet y(0.5)
nar y(x) ar den som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 1. Jimfor med
din approximation i b).

(e) Visa att linjen y =  — 1 &r en asymptot ndr x — oo till varje 16sning
till den givna differentialekvationen.

(2) Befolkningsstorleken P(t) i en viss stad, dar P ar antalet invanare och ¢ ar
tiden métt i manader, modelleras med begynnelsevirdesproblemet

dp
— =" (107" =107°P),  P(0) = 5000

(a) Skissera riktningsfiltet till differentialekvationen.

(b) Skissera den 16sningskurva som ges av begynnelsevillkoret P(0) = 5000.
(c¢) Hur snabb &r befolkningstillvixten vid tiden ¢ = 07

(d) Hur stor kan befolkningen bli enligt denna denna modell?

d 1
(3) Los differentialekvationen - y. Bestdm ocksa den 16sning som upp-

fyller villkoret y(—2) = 0

8

Var god vind!



Lasuppgift: Integralkalkylens huvudsats via Eulers metod

Antag att vi kiinner funktionen F':s virde i punkten x = a, och att vi ocksa kénner
vérdet av funktionens derivata i alla punkter z, a < x < b. (I 6vrigt &r funktionen
F okénd.) Utifran detta vill vi berdkna funktionsvérdet F'(b).

Detta &r ekvivalent med att l6sa initalvardesproblemet
F'(x) = f(z) (dédr f &r en kind funktion), F(a)=A
pa intervallet (a,b), och sedan berdkna F(b).

Vi kan i princip rekonstruera grafen y = F'(z) med Eulers metod: Vi vet att vi ska
starta i punkten (a, F'(a)) och sedan hela tiden rora oss at hoger i en riktning som i
varje punkt ges av derivatan (som antogs vara kind).

Mer precist kan man gora sa hér:
e Dela intervallet [a, b] i n st. lika delinterval med hjélp av punkter

To=a< T <Xy << Tp_1 <z, =>0.

och sétt h = (b —a)/n.
e Om n ar stort sa ar h litet och man kan hiavda att

F(x1) = F(xg) + F'(zo)h = F(a) + F'(xo)h

Varfor da?
e Pa samma séatt far man da att

F(xq) = F(x1) + F'(x1)h.
Alltsa &r
F(xq) = F(a) + F'(xo)h + F'(z1)h.
e Genom att upprepa detta resonemang kommer vi fram till att
F(b) = F(z,) = F(a) + F'(xo)h + F'(z1)h + - - + F'(2n-1)h,

vilket kan skrivas som
n—1
F(b) — F(a) ~ Z F'(zx)h.
k=0

(*Totala forandringen ~ summan av forandringshastigheter - steglingd’)

Eftersom mittenledet &r en Riemannsumma till f(x) = F’(z) pa intervallet (a, b)
svarande mot indelning i n delintervall av ldngd h, kommer denna summa att
konvergera mot fab f(z) dx nér n — oo, samtidigt som den konvergerar mot
vénsterledet F'(b) — F'(a) nir approximationerna blir bétter och béttre. Alltsa
giller att

F(b) — F(a) = / f(z)dx.



