Tentamensskrivning, 2010-05-29, kl. 9.00-14.00.
SF1621(5B1141) och SF1619(5B1133),
Analytiska metoder och linjar algebra II.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga exam-
inationen. Av dessa uppgifter skall man bara losa dem som svarar mot
moment man inte blivit godkédnd pa under kursens gang. Bedomning
hér &r Godkénd/Underkénd.

Uppgifterna 6-10 poangsatts med maximalt 4 poang per uppgift.
Preliminara betygsgranser:

e A: godkant pa alla momenten 1-5 och 14-20 p pa uppgifterna 6-10
e B: godként pa alla momenten 1-5 och 11-13 p pa uppgifterna 6-10
e C: godkant pa alla momenten 1-5 och 8-10 p pa uppgifterna 6-10
e D: godkéant pa alla momenten 1-5 och 5-7 p pa uppgifterna 6-10
e E: godkant pa alla momenten 1-5 och 3-4 p pa uppgifterna 6-10
e F'x: underkant med ratt till skriftlig kompletterering. Ges for

den student som antingen ar godkénd pa fyra av momenten 1-5

och har minst 3 poang pa uppgifterna 6-10 eller ar godkénd pa

alla momenten 1-5 och har exakt 2 poang pa uppgifterna 6-10.
e F: underkant utan ratt till kompletterering.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga losningar

och motiveringar. Inga hjalpmedel &r tillatna. Skriv tydligt.
Lycka till!

1. Lat T : R? —: R? vara en linjiar avbildning. Antag att (1,1) &r
en egenvektor till 7" med egenvérde 2 och (1,2) &r en egenvektor till T’
med egenvarde 9. Bestam standardmatrisen for 7.

2. Bestam ekvationen for tangentplanet till ytan:
22° + 4y® +32° + 3xyz =9
i punkten (2,—1,1).

3. Bestdm eventuella lokala extrempunkter (och deras karaktér) till

flz,y) = 2* +y° — 3y

4. Berakna dubbelintegralen:

// vV a? +y? dxdy
D

da D gesav 22 +y?> < 4,2 >0, och y <0.
1
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5. Berakna linijeintegralen:
/2:vy dz + (2% + 2y2) dy + (y* — 22) d=z
r

langs I' som ér skiarningskurvan mellan ytan z = x — 22 + 2y och planet
z=uz+y fran (—1,1,0) till (1,1,2).

6. (4pt). Berdkna flodesintegralen:

//(—33/,4:6,2 —2%) - n dY
>

dar ¥ 4ar den del av ytan 2z = 42? +3y? dir 22 +y? < 1. X ar orienterad
sa att enhetsnormalen n har negativ z-komponent.

7. (4pt). Bestdm alla punkter (x, y) kring vilka det finns en omgivning
sadan att funktionen f(z,y) = (z+siny, y+sin z) har en differentierbar
invers. Om (0, 7) &r en sadan punkt, bestdm inversens Jacobimatris i
punkten (0, 7).

8. (4pt). Bestdm storsta och minsta vardet av funktionen
f(z,y) = 2z + 4y pa den slutna ellipsskivan 322 + 6y < 16.

9. (4pt). Berdkna [i.(zy* — y*)dx + (2® + 42?y)dy dér T &r randen i
positiv led till omradet |z| + |y| < 2.

10. (4pt). En n x n matris A uppfyller vilkoret A% = A. Bevisa att
endast 0, 1, och —1 kan vara egenvarden till A.
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Losningsforslag till tentamen, 2010-05-29, kl. 9.00-14.00. SF1621
och 5B1141, Analytiska metoder och linjar algebra II.

1. T(1,1) = 2(1

1) =(2,2) och T(1,2) = 9(1,2) = (9, 18).
For att (0,1) = (1,2) — (1,1) och (1,0) = 2(1,1) — (1,2), vi har:
7(0,1) =T(1,2) = T(1,1) = (9,18) = (2,2) = (7,16)

T(1,0)=27(1,1) = T(1,2) = (4,4) — (9,18) = (=5, —14)

Det ger:
-5 7
71= { —14 16 }

2. Lat F = 223 + 4y + 323 + 3zyz — 9. Vi har:

grad(F) = (62% + 3yz, 12y* + 312,92 + 327)
Det ger: grad(F)(2,—1,1) = (21,18,3). Den &r en normal vektor
till ytan i punkten (2,—1,1). Alltsa har tangentplanet en ekvation
21z + 18y + 3z = A. Den passerar ocksa genom punkten (2, —1,1).

Det betyder att: 42 — 18 +3 =27 = A.
Tangentplanet har ekvation:

21z + 18y + 32 = 27

3. fi =32z =3y och f, =3y — 3z. Alltsa f, = 0 om y = 2> och
fy=0o0mx = y?. Det hinder om y = y*, d.v.s. om y = 0 eller y = 1.
Vi far tva kritiska punkter (0,0) och (1, 1)

A= fl =6z, B= = —3,0ch C = f; = 6y. Alltsa:
0 -3 6 -3
Hf(O,O)—|:_3 0 :| Hf<171)_[_3 6 ]
Det H(0,0) = —9 < 0 DetHp(1,1) =36 — 9 =27 > 0

I punkten (0,0) har vi DetH;(0,0) = —9 < 0. Vi kan konstatera att
(0,0) &r en sadelpunkt.

I punkten (1,1) har vi DetH;(1,1) =36 —9 =27 >0o0ch A=6 > 0.
Vi kan konstatera att (1,1) &r en lokal minimumpunkt.
Funktionen f har bara en extrempunkt: en minimumpunkt i (1,1).

4. Vi anvander polara koordinater: x = rcosa och y = rsina, dar
0<r<2och & <a<0. Jakobimatrisen av den substitutionen &r:

cosa —rsino
sinaw 71 cCos«
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Alltsa |Det(J)| = |r(cos? a + sin )| = r.

0 2
// Vx4 y? dxdy/ / rr drdo = / da/ rldr =
D *7” a=5r r=0

B o 4w

2 3 EY
5. Lat (P,Q, R) = (2zy, 2® + 2yz,y? — 2z). Notera att %—I; =2z =92,
98 = 0 = 9% och @ = 2y = g—R. Det betyder att vektorfaltet

ar konservativt och har en potentlalfunktlon U. Den uppfyller a—g =

2zy. Det sdger att U = 2%y + f(y,2). Vi kan derivera U och fa:

%Z = 2% + 8f = 22 + 2yz. Det betyder att f(y,z) = y?z + g(z) och

U =2+ y 2+ g(z). Vi deriverar med avseende pa z och fa: %—g =
y? + 5 ‘99 = y? — 22. Vi konstaterar att ¢ = —22? och U = 2%y + y*z — 2°.

/Qxy dz+ (2°+2y2) dy+ (y* —22) dz = U(1,1,2) = U(—1,1,0) = —2
r

6. Ytan kan paramettrizeras med: R(z,y) = (z,y,4z* + 3y?), dar
22 + 9% < 1. Normalen av parametrisering:

OR

%—(1,078@

OR

= —(0.1

o (0,1,6y)
8R OR

— 1

o < By = (—8z, —6y, 1)

Den har omvand orientering.

//(—3y,4x,z—x2) ndX =
2

— // (—3y, 4z, 32% + 3y?) - (—8z, —6y, 1)drdy =
x2+y2<1

= — // 322 + 3y dady
z2+4+92<1

Vi anvander polara koordinater: x = rcosa och y = rsina, dar 0 <

r < 1och 0 < a < 27. Jakobi matrisen av den substitutionen ar r.
Alltsa |Det(J)| = r och:

2w 1
— // 322 + 3y dedy = —/ / 3r¥rdrdo =
z24+y2<1 a=0 Jr=0



B 1 cosy
Jr = [cosx 1 }

Funktionen f har en differentierbar invers i an omgivning av punkt
(x,y) om och endast om J; &r inverterbar i punkten. Matrisen Jy &r
inverterbar om och endast om detJy = 1 — cos (x) cos (y) # 0.

Notera att cos (z)cos (y) = 1 om och endast om cosx = cosy = 1
eller cosz = cosy = —1. Det hénder bara nér (z,y) = (2k7, 2(m) eller
(x,y) = ((2k + 1), (2l 4+ 1)7), dér k och [ &r godtyckliga heltal.

Vi konstaterar att f har en differentierbar invers i an omgivning av
alla punkter utan punkter av typ (2km, 2i7) eller ((2k + 1), (21 + 1)),
dar k och [ ar godtyckliga heltal. Sarskilt, har f en differentierbar
invers in en omgivning av (0, 7). I den punkten géller:

J, = 1 cos7r_1—1
F7 cos0 1 111

Jacobimatrisen for den inversa funktionen f~! in en omgivning av (0, 7)

e 3T 2]

8. Eftersom f(z,y) = 2z +4y ar kontinuerlig och den tillatna méngden
322 + 6y? < 16 ar sluten och begrinsad sa har f bade ett storsta och
ett minsta varde i mangden. Detta sker antingen i en inre kritisk punkt
eller i en kritisk punkt pa randen eller i en singuldr punkt. Inre kritiska
punkter fas ur ekvationesystemet f; =0, f, = 0. Hér ar f; =2 # 0
alltsa det finns inga inre kritiska punkter.

Kritiska punkter pa randen g(x,y) = 32%+6y*— 16 kan fas med hjalp
av Lagranges metod dvs genom att 16sa ekvationssystemet grad(f) =
tgrad(g) under bivillkoret g(x,y) = 0:

fo=td, fy=tg, g=0
dvs:
2 =6te, 4=12ty, 32®+6y> =16
Ur den forsta och den andra ekvationen fas x = y vilket, insatt i den
tredje ekvationen, ger x = % eller z = %4, dvs man far punkterna (%, %)
och (5}, 5'). Nagra singuldra punkter finns inte.

f(5,3) = 8 och f(5,5) = —8. Alsa det storsta vérdet &r 8 och

det mista ar —8.
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9. Vektorfalt F' = (P, Q) = (xy* — v, 2® + 42%y) ar deriverbar over
hela planet. Darfor kan vi anvinda Greens sats. Lat:

Q=A{(z,y) | lz[+ |yl <2}
Greens sats ger:

oQ OP
/F(xy y°)dx + (z° + 4z°y)dy //Q o 0y dxdy

= // 32% + 8wy — 2xy + 3y*dedy = // 32% + 6y + 3y’dady =
Q Q

://Q 3(z + y)*dzdy

Q &ar kvadrat med horn i punkterna (2, 2), (2, —2), (=2, 2), och (=2, —2).
Den kan beskrivas som:
Q={(zr,y) —2<z4+y<2o0ch —2<zr—y<2}

Vi ska anvanda foljande koordinater: u = x + y och v = x — y. Altsa
z = 3(u+v) och y = £(u—v). Jakobi matrisen av den substitution &r:

g /2 1/2
12 —1/2
och [Det(J)| =|—1/4—1/4] =1/2.
I dem nya koordinater €2 kan beskrivas som:
Q={(u,v) | —2<u<2o0ch —2<v<2}

Vi kan konstatera att:

2 2 3
// 3(z + y)’dedy = / / —utdudv =
Q =—2 Ju=-2 2

10. Lat A vara ett egenvarde till A och v motsvarande egenvektor. Da
galler att Av = \v. Eftersom A% = A, sa far vi att A%v = Av = \v
och A%y = AAAv = AAN = AX?v = M\v vilket innebér att Av = M.
Eftersom v # 0 sa ar A3 = ), alltsa A(A\> — 1) = 0 och A = 0, eller
A=1,eller A = —1.



