KTH Matematik

Tentamensskrivning, 2008-12-18, kl. 8.00-13.00.
SF1618, 5B1132, Analytiska metoder och linjar algebra 1.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa upp-
gifter skall man bara losa dem som svarar mot moment man inte blivit godkdnd pa under
kursens gang. Bedomning hir 4r Godkadnd/Underkidnd. Uppgifterna 6-10 poédngsitts med
maximalt 4 poidng.

Prelimindra betygsgranser

godként pa alla momenten 1-5 och 14-20 podng pa uppgifterna 6-10
godkint pa alla momenten 1-5 och 11-13 poing pa uppgifterna 6-10
godkint pa alla momenten 1-5 och 8-10 poang pa uppgifterna 6-10
godként pa alla momenten 1-5 och 5-7 podng pa uppgifterna 6-10
godként pa alla momenten 1-5 och 3—4 podng pa uppgifterna 6-10
x: underkidnt med ratt till skriftlig kompletterering

underként utan ratt till kompletterering

FREDQEX

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel ar tilldtna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1. Los matrisekvationen
AX = AT
dar
31
A= .
2 1)
2. Los ekvationen

22+ 6z2+6-4i=0.

Losningarna skall anges pa formen a + bi dédr a och b ar reella.

3. Betrakta funktionen

flx)=x—4Nx—1+4,

diar 2<x <17.
a. Verifiera att f har lokal minimum i punkten x = 5.
b. Bestdm storsta och minsta viardena till f.
4. Bestdm den allménna losningen till differentialekvationen
¥y +4y + 13y =13x-9.
5. Berdkna arean av det dndliga omrade som begrdnsas av kurvan

y=&-2V3 -«

och x—axeln.

V.g.viand



10.

Beridkna integralen

1 dx (4p)

x+1+4Nx -2

[ E—

Betrakta funktionen

fx)=L +Inx—In(x + 2), dir x> 1.
X

Bestidm eventuella lokala extrempunkter (och deras karaktédr) till f. Hur manga

lésningar har ekvationen f(x) = 0? (4p)

En rit linje gar genom punkten (1,2) och bildar med de positiva koordinataxlarna en

triangel. Bestdm den minsta mdojliga arean av en sadan triangel. (4p)

Algjagaren Alban skjuter ett skott mot nagot som rér sig i skogsbrynet och som maste
vara en dlg. Projektilens ldge vid tiden ¢ beskrivs av (1, 7 + 3¢, 6 + 3t). Skogsvaktaren
Bertil som hopkurad lunkar i skogsbrynet kan beskrivas som ett klot med radien % och

centrumi (5 + 2t, 3 + ¢, 5 + 2t). Hur gar det for Bertil? (4p)

Berikna summan -
9%
k
Y%
k=0

Ledning: Anvind binomialsatsen. (4p)

Lycka till och God Jul!

Losningsforslag, resultatlistan och information om koémpletteringen kommer att ldggas

ut pa kurssidan.



Losningsforslag till tentamensskrivningen i SF1618, 5B1132, 2008-12-18.

1. Vi soker inversen till A
31‘10r1—r2@10‘1—1 @10‘1—1
21101 21 [0 1)re—2r 0112 3
1-1
o -1 _ : p£o
alltsa A _(_2 3) och vi far
1-1\/3 2 21
— A-1AT — -
X=AA ‘(—2 3)(1 1)‘ (-3 —1)'
2 1
: X = .
Svar (_3 _1)
2.  Kvadratkomplettera och forenkla:
22+6z2+6-41=22+2.32+32-32+6-4i=(z+3)2-3-4i
Ekvationen kan skrivas pa formen (z + 3)2 =3 + 4i. Sétt z + 3=a + bi, ddr a och b éar
reella:
(@ +b1)2 =8+ 41 & a?2—-02 + 2abi = 3 + 4i.
Detta innebér att
aZ2-b2=3 =0a2-4/a2=83=0a%-3a2-4=0=0a2=4= a1=2, ag=-2
2ab=4 = b=2/a b1=1, b2=—1
alltsqa z;+3=2+1, 29 +3=-2—-1 dvs z;=-1+1, z9=-5-1
Svar: -1 +1i och -5 —1i.
3a. Funktionen flx)=x —4Vx -1+ 4 #r deriverbar pa intervallet 2 <x <17 och vi har
fay=1-—% -1 2
2Vx -1 Va —1
1
f (x) = m
Man far f(5) =0 och f7(5) > 0 vilket innebér att f har lokal minimum i punkten x = 5.
3b. Funktionen f &ar kontinuerlig pa det slutna och begrinsade intervallet 2 < x < 17 vilket
medfor att f antar ett storsta och ett minsta véarde pa intervallet. Eftersom f &r deriverbar
sa antas dessa virden antingen i en kritisk punkt eller i en d&ndpunkt pa intervallet.
Kritiska punkter fas ur ekvationen f[’(x) = 0:
1- 2 0o Vir-1=2cx-1=4 o x=5
Ve —1
De aktuella punkterna dr x =2,x =5 och x = 17. I dessa punkter antar f virdena f(2) =
2,f(6)=1 och f{17) =5 alltsd minsta viardet = 1 och storsta vardet = 5.
‘ Svar: minsta virdet = 1 och storsta virdet = 5.‘
4. Karakteristisk ekvation 4r hiar r2+4r + 18=0 © ( +22 =-9 & r = -2 + 3i.

Foljaktligen dr y;, = (A cos 3x + B sin 3x)e 2* den allménna lésningen till ekvationen
y+ 4y" + 13y = 0.
Betrakta ekvationen ¥+ 4y”" + 13y = 13x — 9. Ansats y=ax +b ger y = a, y“" =0

vilket, insatt i ekvationen, ger 4a + 13(ax + b) = 13x — 9 & 13ax + 4a + 13b = 13x — 9.



Eftersom detta skall vara en identitet sd méaste koefficienterna for respektive x—potenser
vara lika: 13a = 13 och 13b + 4a = -9 <& a = 1 och b = -1 vilket innebér att y, = x -1
dr en partikulédrlosning.

Den allménna losningen dr y =y, +y, dvs y =(A cos 3x + B sin 3x)e2* + x — 1.

‘Svar: y = (A cos 3x + B sin 3x)e~?* + x — 1.

Kurvan y = (x —2)V3 —x skidrx—axelndd (x —2V3-x=0 © x=2 eller x = 3.

For 2<x<3 dr (x —2)V3 —x =20 dvs kurvan ligger ovanfor x—axeln. Arean ges av

J(x—Z)VS—xdx:{subst. N3—x=t¢t 3—x=t2,x=3—-t2,dx=-2tdt, t: 1 >0} =

0
0
_ j (1 — 2t (=2¢) dt = j (24 — 262) dt = [265/5 — 23/3] = -2/5 + 2/3 = 4/15.
1
1

Svar: 4/15.

1 1
dx={Vx—-2=t, x=t2+2, dx =2t dt} =

J‘t2+4t+3 Oj(t+1)(t+3) b=

3
J 1
2x+1+4Vx -2

1

= {uppdelning i partialbrak } = | {3 dt = [3In(t + 3) — In(¢+1
{uppdelning i partialbréik } ;').(“_3 t+1) [ n(¢ + 3) n(+)]

=3In4-In2-3In3+In1=5In2-31n 3.

|Svar: 5In2-31n3.

Vi har

. 1 1 1 x—2
() =—7 += - =
f x2 x+2  (x+ 2)x2

och ur ekvationen [’(x) = 0 fas den enda kritiska punkten x = 2. P4 intervallet 1 <x < 2
ar f(x) <0 medan f'(x) >0 for alla x > 2. Detta innebér att f har lokal (dven global)

minimum i punkten x =2 och lokal maximum i punkten x = 1. Dessutom géaller att

fil1)=1-1n3 <0 och

lim fx) = lim (L +1n % |=1lim(L +ln—1 =0
x> oo x> 00 \ X x+2 x— o0 \ X 1+ 2/x
vilket medfor att det inte finns nagon 16sning till ekvationen.
‘Svar: lokal maximum i pukten x =1, lokal minimum i punkten x = 2. Ingen lbsning.‘

Linjens ekvation har formen y =ax + b. Skdrningspunkterna med koordinataxlarna &ar

(=b/a, 0) och (0,b). Den triangel som bildas har arean =A = 2b Eftersom punkten (1,2)
a

ligger pa linjen sa 4r 2 =a +b dvs b=2-a och A = -2 -a) . Kritiska punkter till A

2a
~(2-0a)2+a)
a2

fas ur ekvationen A’= 0. Man far A och kritiska punkter dr a = *2.

Eftersom punkterna (-b/a, 0) och (0,b) skall ligga i férsta kvadranten sa maste a = —2.

Motsvarande arean dr A = 4. Av uppgiftens geometriska karaktéar framgar att detta ar det

minsta viardet som antas av funktionen A.

Vid tiden ¢ ges avstandet mellan projektilen och klotets centrum av

|(1,7+3t,6+3t)—(5+2t,3+¢,5+2t)



dvs

V(4-202+ (44202 +(1+0)2
Bertil klarar sig oskadat om
V(=4 —262+ (4 + 202 + (1 + 1)2 >2§

efter kvadrering och férenkling
9t2+34t+2% > 0.

vilket dr sant eftersom 342—-4.9. 2‘% < 0.

‘Svar: Han klarar sig.

10.

Vi har

% 47 47
41 47
= kzza(—l)k(gz) + lgz)(—l)k(2k9§_ 1)i. (1)

A andra sidan

(1+1)9%= [\/E(COS T +isin® )]95 =
4 4
= (\/5)95(c0s 951 . J sin 95—“) =
4 4
= (\6)95(\5 V2 i) = 227 _ 247j (2)
2 2
och identifiering av real- respektive imagindrdelar i (1) och (2) ger att
47
T
D 1x( 55 ) =24
k=0




8. Bestam en ekvation for ett plan vars punkter ligger lika langt fran de tva planen
49 +3z=1

och
2x + 2y +z = 3.

8. De punkter (x,y,z) som ligger lika langt fran de bada givna planen uppfyller ekvationen
|4y + 3z — 1 =|29c+2y+2—3|

V42 + 32 V22 +22 412

dvs
dy+3z-1 _  2x+2y+2z-3
5 3
vilket ger
bx—y—-2z =6
och
5x + 11y +72=9
Svar: 5x —y—2z =6 och 5x + 11y + 7z = 9.
9. En forsédljare har kommit fram till att antalet, y, salda produkter beror pa
forséaljningspriset, x, enligt
10
(x) = .
Y@ 1+ x2
Hur skall priset véljas for att maximera totala intékten av salda produkter? (4p)

9. Den totala intdkten, I, av sadlda produkter ar I(x) = xy(x), x = 0. Dess derivata blir
I = 10 20362 _ 10(1 —x2)

T 1+ (1+a22 (1422
som har nollstédllet x = 1. Viseratt I'(x) >0 dd 0<x <1 och I'(x) <0 da x >1 vilket

visar att I har ett globalt maximumvérde I(1) =5 och det optimala priset dr x = 1.

6. Berdkna integralen



3
(4p)
'Q"x +1+4VNx
3 1 1
6. J dx={\/x—2=t,x=t2+2,dx=2tdt}=J2 2t dt=J 2
2x+1+4\/ Ot +4t+3 0(t+1)(t+3)
1
= delning i partialbrak } = 3 dt =] 3 1In( + 3) — In(z+1
{uppdelning i parti 6[(”3 t+1) [ 3 In( + 3) - In( )]
=3In4-In2-3In3+In1=5In2-31n 3.
‘Svar: 5In2-31n 3.
7. Bestidm eventuella lokala extrempunkter (och deras karaktér) till funktionen
24+2x+8
) =3 +2x+8 o (4p)
f x2 4+ 3x+2 P
Vi har
£x) = (6x + 2)(x? + 3x + 2) — (3x2 + 2x + 8)(2x + 3) _
(x2 + 3x + 2)2
_ Tx?—4x—20
(x2 + 3x + 2)2
och ekvationen f[(x) = 0 ger for x > 0 en lésning x = 2.
Pa intervallet 0 <x <2 ar f'(x) <0 = f é&r strdngt avtagande pa detta intervall.
Pa intervallet x >2 &r f'(x) >0 = f &r strdngt vixande pa detta intervall.
Sammanfattningsvis far man att x = 2 &r en lokal minimipunkt for f.
Svar allmant: Lok. min.i x = 2.
3. Berdkna volymen av den kropp som uppstir da det dndliga omrade som begrdnsas av

1 och y = 1

kurvorna y =
8-x 280 — 6x

roterar ett varv kring x—axeln.

1 och y = 1
48-x 280 — 6x
L -1 (*)
48-x /280 6x
Ledvis kvadrering ger ekvationen (48 — x)2 =280 — 6xx2 —30x + 224 =0 < x=14,x = 16. Vi
kontrollerar (pga kvadreringen) att dessa punkter uppfyller ekvationen (¥).

Kurvorna y = skar varandra




P4 intervallet 44 <x <46 &ar 0< 1 < 1

Vago—6x 48-x
46 46
EJ%M_EJ+M= [ 1
“ (48—36) “ (‘,280—6.’)6)2 48 — x
= _Tip 2
4 3

. Volymen ges av

1 46
+ = 1n(280 — 6x)] =
6 44

Svar allmant: © —T1n 2.
4 3




