KTH Matematik

Tentamensskrivning, 2006—-08-21, k1. 8.00-13.00.
5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra 2, for BD, M, P, T.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa upp-
gifter skall man bara lésa dem som svarar mot moment man inte blivit godkdnd pa under
kursens gang. Bedomning hiar ar Godkidnd/Underkand.

Uppgifterna 6-10 poéangsitts med maximalt 4 podng per uppgift. Betygsgréanser:

A och 5: godkéint pa alla momenten 1-5 och 14-20 poédng pa uppgifterna 6-10
B och 4: godként pa alla momenten 1-5 och 11-13 podng pa uppgifterna 6-10
C och 4: godként pa alla momenten 1-5 och 8-10 poédng pa uppgifterna 6-10
D och 3: godként pa alla momenten 1-5 och 5-7 podng pa uppgifterna 6-10
E och 3: godkéint pa alla momenten 1-5 och 3—4 podng pa uppgifterna 6-10
F och U: underként.

Tentamensbetyget giller som betyg pa hela kursen under férutsittning att man &ar godkéind pa
Inldmningsuppgifter v.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga lé6sningar och motiveringar. Inga
hjidlpmedel ar tilldtna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1. For en linjar avbildning A: R2 — R2 giller att
A(1,1) =(3,1) och A(6,7) = (2,1).

Avgor om A &ar inverterbar.

2. Beridkna riktningsderivatan till funktionen
f(x,y ,2) = M
2x+y—z

i punkten (1,2,3) i riktning av vektorn v = (-1,2,2).

3. Visa att ekvationen
22 +xz-2y=0
definierar i en omgivning av punkten (3,2,1) precis en funktion z =2z(x,y) sadan att

2(3,2) = 1. Bestdm derivatan giz i punkten (3,2).
x

4. Beridkna dubbelintegralen

[ o

da D gesav x +y >0, y<0, 1<x <2,

5. Beridkna ytintegralen

”(1 +x +y)zdS
da S ar halvsfiren x2+y2+22=1,2z2>0.

V.g.vand



6. Lat (4p)
flxy) =ae* =Y —alx —y) + xy.

For vilka viarden pa konstanten a har f ett lokalt minimivirde i punkten (0,0)?

7. Bestéam, for de virden pa konstanterna a och b for vilka filtet (4p)
F=0y+4+b+5xb*+*Yy +(a@a+3)y2+1,(a+4dxy*+*3+x0+5 4+ (b+4)1x2+2)

ar konservativt, dess potentialfunktion.

8. Undersok om hela ytan (4p)
z=y —2x + V20 — 3x2 — y2

ligger pa samma sidan av planet z = x + 2y — 13.

9. Visa att skédrningskurvan mellan ytan x3 +y3 +23+y =0 och planet 2x -y +z =1
kan lokalt parametriseras medelst en parameterframstillning r(x) = (x, y(x), z(x)).

Bestidm en ekvation for tangentlinjen till kurvan i punkten (1,0,-1). (4p)

10. A 4&r en symmetrisk 3x3-matris. Ett av A:s egenvirden ar lika med 2. For alla vekto-

x 1
rer v = [y] sadana att x — 2y + z = 0 géller att Av = v. Bestdm A(—3} (4p)
z -1

Lycka till!

Losningsforslag kommer att finnas pa
http://www.math.kth.se/~bronek/amelia2/repetition/tentamen20060821.pdf
http://www.math.kth.se/math/GRU/Extentor/5B1133.html

Information om vilka som far skriva kompletteringsskrivningen kommer att finnas pa
http://www.math.kth.se/~bronek/0506/amelia2/resultat.html



Losningsforslag till tentamen i 5B1133, for BD, M, P, T. 2006-08-21.

1. En linjir avbildning frdn R?2 till R2 &r inverterbar om och endast om dess virdeméingd
ar hela R2. Eftersom determinanten
3 2
=1
‘ i
utgér vektorerna (3,1), (2,1) en bas for R2. A:s virdemingd &r alltsd hela R2 och A éar
inverterbar.
Svar: A ir inverterbar.
2. Vi har
fi= 32x +y—2)—23x +y)
* (2x +y —2z)2
f/=2x+y—z—(3x+y)
Y (2x +y —2)2
. __ 3x+y
T 2x+y—2)2
I punkten (1,2,3) fas f;=-7, f;,=-4, [, =5 och grad f = (1,-2,1). Eftersom [ &r en
differentierbar funktion sa ar
ful23) =v gradf _(122) (7745 _ 3
o] V(=1)2 + 22 + 22
3. Lat flx,y,z) =2z% + xz — 2y. Vi har f; = 322 + x och i punkten (3,2,1) far man f(3,2,1) = 0 och
f2(3,2,1) # 0 vilket bevisar existensen av funktionen z.
Implicit derivering med avseende pa x av
22 4+xz2-2y=0 (*)
ger
3222, +2z +x2,=0 (%)
och for x =3,y =2,z =1 far man 2z;(3,2) = —%.
Implicit derivering med avseende pa x av (¥¥) ger
62(z.)2+32%2,, +2,+2,+x2,,=0
ochfor x=3,y=22=1,2,=-1 farman 2.43,2) = L .
6 36
Svar: z;.(3,2) = 1
36
2 0 2 0 2
4. J’ cos(x + y) dxdy:de.[cos(x"'X) dyz'[[sin(x+y)] dx = de: 1
sin x sin x sinx  ~_,
D 1 1 1
5. S gesav z=V1-x2—-y2 dar x2 +y2<1 (D). Vi har

, —X . —y
Zp= 2z

= , 2,
V1 —x2—y2 1-x2-y2



”(1 +x+y)ZdS=J.J.(1+x+y)\ll—x2—y2-\/1+z;2+z;2dxdy=

s D
”(1+x+y)dxdy=dexdy+”(x +y)dxdy =
D D b

= { symmetri m.a.p. x +y=0}=areanavD + 0 = .

6. f ar deriverbar, varfor dess lokala extrempunkter fas ur ekvationssytemet
{fa& =0
fy=0"
I punkten (0,0) fas
{ﬁg:a?’ex_y—a+y=a3—a=0

< a=-1,0,1,
f&:—a3ex_y+a+x=—a3+a=0

alltsd (0,0) kan vara en lokal minimipunkt endast for dessa a—véarden. Vi undersiker
punktens karaktér:
A =fiz = ade® 7Y =d,

B=f{y=-a3e*"Y+1=1-d3,

C =f‘,);3, = a3ex -y = (13

och
<0 om a =-1= sadel
AC-B2=05-(1-a3)?2= {<O om a =0 = sadel
>0 och A>0 om a=1= lokal minimum
7. Beteckna

P=ys+4 4 (b +5xb+%y +(a + 3)y2+1,

Q=(+Dxy**3+xb+5+ (b + 42 + 2.
Ett nédvindig villkor for att vektorfaltet (P,Q) skall vara konservativt ar att P, - @Q; = 0. Vi
far

Pi—Qi=(a+4y**3+ b +5xb+*+2y(a+3)—(@a+4)y**3— (b +5ub +4+—-2(b + 4)x =

=2y(a +3)—2(b + 4)x

vilket innebér att fialtet kan vara konservativt endast d& a =-3 och b = —4. Vi far da
F=(2y+1,2x+2)

och vi undersoker F &r konservativt. Vi soker en funktion U (potentialfunktion) sadan att
gradU =F, dvs (U,U,)) = 2y + 1, 2x + 2).
Ur U; =2y +1 farman att U =2xy +x + fly). Vifar déa att U; =2x +f, och samtidigt vet vi
att Uy = 2x + 2. Jimforelse av dessa uttryck ger att f;, = 2 alltsd f(y) = 2y + konstant och vi
far U =2xy +x + 2y + C.

‘Svar: 2xy +x + 2y + C.

8. Ytan z =y —2x + V20 — 3x2 — y2 ligger pa ena sidan av planet z = x + 2y — 13 om och
endast om funktionen flx,y)=(x + 2y — 13) — (y — 2x + V20 — 3x2 —y2) har konstant



tecken. Vi soker det storsta och det minsta viardet av den kontinuerliga funktionen f pa
den kompakta méngden 3x2 + y2 < 20.
Omradets inre punkter (20 — 3x2 —y2 > 0):

0=fr=3+ %
V20 — 3x2 — y2 fr=38fy=0=y=x = f;=0 ger
0=fy=1+ —L— (x,y) = (-2,-2) och f(-2,-2) < O.
20 — 3x2 — y2
o 2 2 _ . . . _ @ _ .
Omradets rand (3x% + y~ — 20 = 0): Parametrisering x = 3 cost, y =N20sint, 0<¢t<2m,

ger f(x,y) = N60cost + V20sin ¢ — 13 <V60 + V20 - 13 <0.

Sammanfattning: Det storsta virdet antas antingen i punkten (-2,-2) (dar f &r < 0) eller

pa randen (dar [ &ar < 0) alltsa f(x,y) < 0 for alla (x,y).

. Lat flxy,z) =x3 +y3+23 och glx,y,z2)=x+y +2z — 1. Vi har
Af.g) =(f5, f;)=(1+3y2 322)

det 9U8) — 14+ 3y2 432220,
d(y,z

Detta medfor att y och z kan lokalt 16sas ur ekvationssystemet f(x,y,z) =0, g(x,y,z) =0

och determinanten

som kontinuerligt deriverbara funktioner y =y(x), z = z(x). Kurvan kan parametriseras
medelst r(x) = (x, y(x), z(x)). Vi har £(1,0,-1) = g(1,0.-1) = 0, dvs punkten ligger pa kurvan.
Kurvans tangentvektor har riktning (grad f)x(grad g). I punkten (1,0,-1) far man

grad f = (f;, f, f2) = (3x2, 3y? + 1, 322) = (3,1,3)

grad g = (g5, 85,8:) = (2,-1,1)

(grad f)x(grad g) = (3,1,3)x1,-1,1) = (4,3,-5).

Tangentlinjen ges av p(¢) = (1 + 4¢, 3¢, -1 — 5¢).
‘ Svar: Tangentlinjen ges av p(¢) = (1 + 4¢, 3¢, -1 — 5t).‘

1 1
10. Vektorerna ( 0] och (1) ar egenvektorer horande till egenviardet 1. D4 A 4r symmetrisk

-1 1
1
med egenvirdet 2 far vi att planets normal (—2) ar en egenvektor horande till egenvirdet 2.
1

Talen a,b och ¢ bestdms nu sa att

)44

Man finner att a =1, b =-1 och ¢ = 1. Vi far nu

8- )

2
Svar: |5 |
0




