KTH Matematik

Tentamensskrivning, 2006—05-30, k1. 14.00-19.00.
5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra 2, for BD, M, P, T.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa uppgif-
ter skall man bara l6sa dem som svarar mot moment man inte blivit godkdnd p& under kursens
gang. Bedomning hir dr Godkdnd/Underkéind.

Uppgifterna 6-10 podngsitts med maximalt 4 podng per uppgift. Betygsgranser:
A och 5: godként pa alla momenten 1-5 och 14-20 poédng pa uppgifterna 6-10
B och 4: godként pa alla momenten 1-5 och 11-13 podng pa uppgifterna 6-10
C och 4: godként pa alla momenten 1-5 och 8-10 podng pa uppgifterna 6-10
D och 3: godként pa alla momenten 1-5 och 5-7 podng pa uppgifterna 6-10
E och 3: godként pa alla momenten 1-5 och 3—4 podng pa uppgifterna 6-10
F och U: underkéint.

Tentamensbetyget giller som betyg pa hela kursen under forutsittning att man &r godkéand péa
Inldmningsuppgifter v.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga losningar och motiveringar. Inga
hjdlpmedel ar tillatna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1. For en inverterbar linjir avbildning A: R2 — R2 giller att
A(-1,1) = (3,1) och A-1(6,7) = (2,1).
Bestam A(4,5).

2. Vi forutsétter att funktionen f(u,v) har kontinuerliga partiella derivator. Siatt z = flu,v)
dir u =%, v = xy. Bestam xz] + yzy. Svaret far innehélla f, u och v men inte x och y.

3. Visa att ekvationen
2xz + bxy —23 =35
definierar i en omgivning av punkten (3,2,1) precis en funktion 2z =z(x,y) sadan att
2(3,2) = 1. Bestam en ekvation for tangetplanet till ytan z =z(x,y) i punkten (3,2,1).

4, Berdkna dubbelintegralen
JJ % axay
D y

da D 4&r den fyrhorning som begrdnsas av linjerna y=x, y =2x, x =1, x = 3.

5. Berdkna linjeintegralen

_[4xy dx + (3x + 2y) dy
r

da T' 4r den kurva som sammanséitts av parabelbidgen y =x2 fran (0,0) till (1,1) och dér-
ifran strackan langs linjen y =1 fran (1,1) till (-2,1).

V.g.vand



10.

Beridkna flodesintegralen (4p)
‘” (x, 2y, 92) -n dS
S

dar S &ar den del av ytan z =xy som projiceras pa den triangel som begrinsas av linjerna
x+y=2, y=x, y =0. Enhetsnormalen n har positiv z—komponent (dvs n pekar uppat).

Betrakta funktionen flx,y) = xy. (4p)
a. Bestdm eventuella lokala extrempunkter (och deras karaktir) till f.
b. Kan f anta virdet 33 om (x,y) tillhor ellipsskivan x2 + 4y2 < 128?

Osquar har lamnat in nedanstdende felfria men ofullbordade 16sningen pa ett tentamens-
problem. Formulera problemet. Los problemet.

fe= \/g, fy =y. Enligt formeln for (en kaffeflick och oldsbar text)

[N+ @7+ ()7 axdy = } M}Wdy =?
0 2x

D

Jag tror att jag kastar om integrationsordning.

Sedan far jag kanske substituera V9 + y2 =¢.

Usch! Hur goér man?

Tidsbrist!!! (4p)

Visa att vektorerna v, vy, v3, v4 &r linjart oberoende om och endast om vektorerna
U1,Uq1 + Vg, U1 + V3, U1 +0Uy

ar linjart oberoende. (4p)

Den maximala arean for en triangel vars horn ligger pa en cirkel antas for en liksidig tri-
angel. Vilken &4r den maximala arean av en triangel vars hoérn ligger pa ellipsen
a?x? + b2y2 = 1? (4p)

Lycka till!



Losningsforslag till tentamen 1 5B1133, for BD, M, P, T. 2006-05-30.

1. Eftersom A é&r inverterbar sa dr A(2,1) = (6,7). Vi soker konstanter a och b sa att

—-a+2b=4

(4,5) =a(-1,1) + b(2,1) & S a=2, b=3.
a+ b=5

dvs. (4,5) = 2(-1,1) + 3(2,1). Lineariteten av A medfor att
A(4,5) = 2A(-1,1) + 3A(2,1) = 2(3,1) + 3(6,7) = (24,23)

‘ Svar: (24,23). ‘

2. Vi har
z;=f;-u;+f;-v;=3%f;+yf;
z;=f;-u;+f;-v;=—yx—2f;+xf;

och
xzy +yzy = 2xyf,, = 2vf;

3. Lat flx,y,2) = 2xz + bxy —z3 — 35. Vi har f; = 2x — 322 och i punkten (3,2,1) far man f(3,2,1) = 0
och f7(3,2,1) # 0 vilket bevisar existensen av funktionen z.
Vi har
grad f = (fs, f;, f2) = (22 + 5y, bx, 2x — 322)
och grad f(3,2,1) = (12,15,3).
Tangentplanet ges av
(12,15,3) . (x -3,y -2,z—-1)=0

och efter forenkling far vi 4x + 5y + z = 23.

Metod 2.
Implicit derivering med avseende pa x av

2%z + bxy —23—-35=0 (*)
ger

2z + 2xz,+ 5y — 322z, =0
och for x =3,y =2,z =1 far man 2z,3,2) = 4.
Implicit derivering med avseende pd y av (¥*) ger
2xz; + bx — 32%2;,=0
och for x =3,y =2,z =1 far man z;(3,2) =-5.
Tangentplanet ges av
2,3,2)(x—3) +2,32)y-2)-(z2-1)=0
alltsa
—4x-3)-5(y-2)-(z-1=0

och efter forenkling far vi

Svar: 4x + 5y + z = 23.




4. Vi har
3 2x 3 3
J;i’.;z dxdy=‘1'.dx£;/52dy=‘l'.[;x]i dx = !;dx=1,

5. Lat I'; beteckna parabelbdgen y =x2 fran punkten (0,0) till punkten (1,1) och 14t Ty be-
teckna linjen y = 1 fran punkten (1,1) till punkten (-2,1). Vi har
1

1
j4xydx+(3x+2y)dy={y=x2, dy = 2« dx,xfrénoml1}=j(8x3+6x2)dx=[2x4+2x3] =4
r, 0 0

-2
-2
J.4xydx+(3x+2y)dy={y=1, dy=0,xfrén1till—2}=J.4xdx=[2x2] =6
1
j4xydx+(3x+2y) dy=J4xy dx + (3x + 2y) dy+J4xydx+(3x+2y) dy = 10.
r

Iy I

6. Lat D beteckna triangeln x +y <2, y <x, y 20. Vi har
ndS = x(-z;, —z;, 1) dxdy = { positiv z—komponent } = (—=y, —x, 1) dxdy

och
” (x, 2y, 92) -ndS = JJ (x, 2y, 92) - (=y, —x, 1) dxdy =
S D
= ” (=xy — 2xy + 92) dxdy = JJ (=3xy + 9xy) dxdy =
D D

= ”. 6xy dxdy = j. dy 2-_'.y6xy dx = j [3x2y]2_ydy =
D 0 y 0 y

1 1
- [azy 122 ay = [6y2- 4] -2
0 0

7a. Eventuella lokala extrempunkter till funktionen fl(x,y) =xy fas ur ekvationssystemet

fr=y=0
fy=x=0

Man far punkten (0,0). I denna punkt far vi
A=f=0,B=f;=1 C=f;,=0 och AC-B?%=-1<0 vilket innebér att (0,0) ar en sadel-

punkt.

‘Svar: Funktionen har inga lokala extrempunkter.

7b. Eftersom funktionen f(x,y) =xy &r kontinuerlig och den tillditna mingden x2 + 4y2 < 128 &r
sluten och begransad sa antar f bade ett storsta och ett minsta viarde i médngden. Detta sker an-
tingen i en inre lokalextrempunkt eller i en singulédr punkt eller i en kritisk punkt pa randen.
Enligt 7a finns det inga inre lokalextrempunkter. Det finns inte heller nagra singulédra punk-
ter (varken for [ eller pa ellipsen).



Kritiska punkter pa randen g(x,y) = x2 + 4y2 — 128 = 0 kan fis med hjilp av Lagranges metod
dvs genom att 16sa ekvationssystemet grad f=¢ grad ¢ under bivillkoret g(x,y) = O:

fr=tg: y = 2tx
fy=tg, dvs x = 8ty
g =0 x2 + 4y2 =128

Observera att varken x eller y kan vara lika med 0. Den forsta ekvationen divideras ledvis

med den andra. Man far Y = ‘2% och efter forenkling x = +2y vilket, insatt i den tredje ekva-
x Y

tionen, ger y = x4, dvs man far fyra kritiska punkter (8,4), (8,—4), (-8,4) och (-8,-4). I dessa
punkter antar f storsta virdet 32 (och minsta viardet -32). Foljaktligen finns det inte nagon

punkt (x,y) pa ellipsskivan sadan att flx,y) = 33.

‘ Svar: Nej, det kan den inte.‘

. Ur integralsambandet fas att D &r ett omrade i xy—planet som ges av 0 <x<y/2,0<y <4,

Integranden tyder pa att uppgiften handlar om berékning av arean av ytan z =f(x,y) over D.
2
Ur £, =18, f;=y fas flx,y) = 2\ 2x + -% + nagon konstant. Vi har

2 4 4 e
JNT+ 72+ ) axdy = [ ax [No+y2dy = [ dy [ Vovy?dx =
D 0 2 0 0
4 Ve 4
=J\l9+y2 [x] dy:J%y‘V9+y2dy=
0 0 0
5
={VI+y2=t 9+y2=4¢2 ydy:tdt}=%J.t2dt=43—9.
3

Svar: Berdkna arean av ytan z = oV 2x + -%2, 0<x<2,2x<y<4. Arean = % .

. Antag att
avy + b(vy + vy) + c(vy + v3) + d(v] + vy) = 0.
Da giller efter omskrivning att
(@ +b+c+duvy+bvy+cvsg+dvy=0.
Om uvq, vy, U3, vy &r linjart oberoende sa maste det gélla att
a+b+c+d=b=c=d=0
dvs a =b =c =d = 0. Detta innebéir att vektorerna wvq, v{ + vy, v; + U3, v + U, &r linjért obero-
ende.
Antag att
avy + bvg + cvg + dvy = 0.
Da giller efter omskrivning att
(@a-b-c—-dv; +b(v; +vy) +c(v] +v3) +d(v] +vy) =0.
Om vy, v{ + Uy, U] + Vs, U] + Uy &r linjart oberoende si maste
a-b-c—-d=b=c=d=0

dvs a =b =c =d = 0. Detta innebar att vektorerna v, vy, v3, v, &r linjirt oberoende.




10. Lat T vara en sadan triangel. Vi byter koordinatssystem i xy—planet genom att sitta u =ax
och v =by. Funktionerna u och v é&r linjara varfor triangeln T avbildas pa en triangel, sag
S. Ellipsen a2x? + b2y2 = 1 deformeras till cirkeln u?2 + v2 = 1. Vi har

arean av S = Jj dudv = JI |detgg§7:;; | dxdy = Jjab dxdy = ab - arean av T
S T T
dvs. maximala arean av 7T = (maximala arean av S)/ab = i\llg.




