Institutionen fér matematik
KTH

Tentamensskrivning, 2006—-01-17, k1. 14.00-19.00.
5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra 2, for BD, M, P, T.
5B1141, Analytiska metoder och linjar algebra 2, for IT.

For BD, M, P och T giller foljande:

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa
uppgifter skall man bara l6sa dem som svarar mot moment man inte blivit godkdnd pa
under kursens gang. Bedomning héar dr Godkidnd/Underkéind.

Uppgifterna 6-10 podngsitts med maximalt 4 poidng per uppgift. Betygsgranser:
A och 5: godkint pa alla momenten 1-5 och 14-20 poéng pé uppgifterna 6-10
B och 4: godként pa alla momenten 1-5 och 11-13 podng pa uppgifterna 6-10
C och 4: godkint pa alla momenten 1-5 och 8-10 poédng pa uppgifterna 6-10
D och 3: godként pa alla momenten 1-5 och 5-7 poédng pa uppgifterna 6-10
E och 3: godkint pa alla momenten 1-5 och 3—-4 poédng pa uppgifterna 6-10
F och U: underkéint.
For IT galler foéljande:

Alla uppgifter kan ridknas, oavsett resultat pa lappskrivningar.

Uppgifterna 1-5 dr 3—poéangsuppgifter, medan 6-10 ar 4—podngsuppgifter.

Poingen fran lappskrivningarna (0-12 poidng) adderas till poidngsumman pa tentamen,
och for totalsumman géller betygsgranserna 15 (betyg 3), 22 (betyg 4), 30 (betyg 5).

Samtliga behandlade uppgifter skall férses med utférliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjidlpmedel ar tilldtna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1. For vilka varden pa konstanten « bildar vektorerna
(1,2,1,0), (a,a,1,0), (2,1,2,1) och (1,1,1,0)

en bas i R%?

2. Vi forutsatter att funktionen Awu,v) har kontinuerliga partiella derivator. Satt z = f(u, v)
diar u =3x + 4y, v =xy. Bestdm xz; + yz,. Svaret far innehdlla f,u och v men inte x

och y.

3. Beridkna dubbelintegralen
J.J‘(x +y —2) dxdy
D

da D &r det dndliga omrade som begrédnsas av linjerna y =x,y = 3x och x +y = 4.

4. Berdkna linjeintegralen

J. xy2dx + ydy
r

langs kvartscirkeln x2 4+ y2 =1 fran punkten (1,0) till punkten (0,1).

5. Berdkna flodesintegralen

JJ (4x, 6y, z) -n dS
S

diar S drytan z =xy2, 0<y<x,0<x < 1. Enhetsnormalen n har positiv z—komponent.

V.g.viand



10.

Visa att ekvationen

22 —4xz+y+2=0
definierar i en omgivning av punkten (1,1,1) precis en funktion 2z =2z(x,y) sadan att
z(1,1) = 1. Bestdm Taylorpolynomet av forsta graden till z kring punkten (1,1).

En partikel fardas i planet sa att dess acceleration vid tiden ¢ ar a(t) = (1, 1 ) Parti-
t

kelns hastighet vid tiden ¢=1 &ar v(1) = (0,2). Hur lang bana genomléper partikeln un-
der tidsintervallet 1 <¢<3?

Man vet att kurvan 4x? + 4x3y + y* = 1 &r sluten. Bestdm dess projektion p4 x—axeln.

Planet x +y +z =1 delar enhetsklotet x2 + y2 + 22 <1 i tva delar. Berdkna volymen av
den mindre delen.

En symmetrisk matris A har alla egenvarden lika med ett. Visa att A &r enhetsmatri-
sen E.

Losningsforslag kommer att finnas pa
http://www.math.kth.se/~bronek/amelia2/repetition/tentamen20050603.pdf
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Losningsforslag till tentamen i 5B1133, for BD, M, P, T samt 5B1141, for IT, den 2006-01-17.

1. Vi har
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vilket innebér att vektorerna bildar en bas om och endast om a # 1.

2. Vi har
2y =fu-us+fo-ve=3fu + 1,
2y =furup+fy vy =4, + of,
och
xzy +yzy = 3x + 4y)fy, + 2xyf; = uf, + 2vf;
‘ Svar: uf, + 2vf;,.
3. Vi har

Jj(x+y—2)dxdy=jj(x+y—2)dxdy + jj(x+y—2)dxdy
D D, Dy

ddr omradet D; begridnsas av linjerna y =x,y = 3x och x =1 och D, begréinsas av lin-
jerna x =1,y =x och x +y = 4.

Jj(x+y—2)dxdy=jde(x+y—2)dy=-1[[xy +%2—2y]y=3xdx=j(6xz_4x)dx=o
D, 0 x 0 S =% 0

4-x

I} (x+y—2)dxdy=j.dx J.(x+y—2)dy=j-[xy+%2 _2y]:i’“dx= j(4x—2xz)h=§

Dy 1 x 1
Svar: 4.
3
4, Vihar y =V1-«2 dy=—"% dx dar x gar fran 1 till 0. Man far
1—x2
xy2dx + ydy = x(1 —x2)dx + V1 —2a2. —%  dx = —«3dx
V1 —x2
och
0
2dx + ydy = —| x3dx = 1
ny x + ydy Jx x 4
r 1
Svar: 1.
4

5. Lat D vara triangeln 0 <y <x,0<x < 1. Vihar z =xy?, z;=y% z;,=2xy och
n = (-z;, —z;, 1) = (—y?, —2xy, 1).

Man far

J.J‘ (4x, 6y, z) - n dS =J (4x, 6y, xy2) - (=y2, —2xy, 1)dxdy =
S D



= J —15xy2 dxdy = —]- dx ]. 15xy2dy = —]. [5xy3]y =xdx = —j. 5x* dx = -1.
0 0 y=0 0

D 0

6. Lat flx,y,2) =23 —4xz +y + 2. Vihar f, = 322 — 4x och i punkten (1,1,1) foir man £1,1,1) =0
och f;(1,1,1) # 0 vilket bevisar existensen av funktionen z. Implicit derivering med avse-
ende pa x av

28 —dxz +y + 2 )
ger
3222, — 4z —4xz,=0
och for x =1,y =1,z=1 far man zyx1,1) = -4.
Implicit derivering med avseende pd y av (¥*) ger
322z, —dxz; + 1
och for x =1,y =1,z =1 far man zy(1,1) = 1. Det sokta polynomet ges av
2(1,1) + zx(L,D)(x - D) + z;(1,)(y - 1)

alltsa

|Svar: 1-4(x-1)+(y—1).]

7. Partikelns hastighet vid tiden ¢ ges av v(¢) = (¢ + a, 2Nt + b) for nagra konstanter a, b. Ef-
tersom wv(1) =(0,2) ar v(t) = (¢ -1, 2\/?). Den aktuella kurvans lidngd ges av

3 3 3
j|u|dt=j\/(t_1)2+(2@)2dt=_[(t+1)dt=6.
1 1 1

8. Vi soker storsta och minsta viarden av funktionen f(x,y) =x under bivillkoret g(x,y) =0
diar g(x,y) = 4x* + 4x3y + y* — 1. Enligt Lagranges metod maste vi undersoka var funktio-
nernas gradienter har samma riktning. Nu 4r grad f = (1,0) medan grad g = (16x3 +
12x2y, 4x3 + 4y3), vilket leder till x2 + y3 = 0, dvs. y = —x. Insdttning i bivillkorsekvationen

ger 4x* + 4x3( —x) + x* =1, varav x = =1.

‘ Svar: Intervallet -1 <x < 1.‘

9. Avstandet mellan planet och origo &r 1\'3. Vrid till koordinater (u,v,w) som gor att planet
blir parallellt med wuv—planet. Detta paverkar inte volymen. Den kalott var volym vi skall
bestdmma beskrivs nu av /N3 <w <1, u? + v? + w? < 1. Vi berdknar volymen som

1
V= j Aw) dw,
N3

diar A(w) é&r arean av den skiva som fas for konstant w, en cirkel med radie 1-w?,
dva A(w) = n(1 — w?). Vi far

1
Ve [ n1-wtdw=18-83
27
N3

Svar:

18-8V3
27




10. Da A &r symmetrisk nxn—matris sa existerar ON-bas vq,...,v, i R® av egenvektorer
till A. Da alla egenvirden dr = 1 har vi att Av; =v; for varje i alltsd A &r en matris for

identitets avbildningen, dvs A = E.



