Institutionen fér matematik, KTH
Avd Matematik

Tentamensskrivning, 2005-08-27, kl. 14.00-19.00.

5B1133 Analytiska metoder och linjar algebra 2,
for BD, M, P och T.

5B1141, Analytiska metoder och linjar algebra 2,
for IT.

e For BD, M, P och T giller foljande:

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av dessa upp-
gifter skall man bara l6sa dem som svarar mot moment man inte blivit godkénd p& under
kursens gang. Bedémning hér dr Godkénd /Underkand.

Uppgifterna 6-10 poédngsatts med maximalt 4 podng per uppgift. Betygsgrénser:
A och 5: godként pa alla momenten 1-5 och 14-20 podng pé& uppgifterna 6-10.

B och 4: godkint pa alla momenten 1-5 och 11-13 poéng pa uppgifterna 6-10.

C och 4: godkint pé alla momenten 1-5 och 8-10 podng pa uppgifterna 6-10.

D och 3: godként pa alla momenten 1-5 och 5-7 poang pé uppgifterna 6-10.

E och 3: godkint pa alla momenten 1-5 och 3-4 podng pa uppgifterna 6-10.

F och U: underként.

e For IT galler foljande:

Alla uppgifter kan réknas, oavsett resultat pa lappskrivningar. Uppgifterna 1-5 ar 3-poangs-
uppgifter, medan 6-10 &r 4-podngsuppgifter. Podngen fran lappskrivningarna (0-12 poéng)
adderas till podngsumman pa tentamen och for totalsumman géller betygsgranserna 15 (betyg
3), 22 (betyg 4), 30 (betyg 5).

e Samtliga behandlade uppgifter skall férses med utforliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel &r tillatna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget.

Lycka till!

Var god véand!



Uppgift 1-5

. Bestéim matrisen fér den linjira avbildning R?* — R? som avbildar vektorn (7,2) pa (1,0)
och vektorn (3,1) pa (0, 1).

. Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan
22% — ycosz + 3xsinz = 0
i punkten (1,2,0).

. Bestdm Taylorutvecklingen av ordning 2 till funktionen

1
x? — 3y

fx,y) =

i punkten (z,y) = (2,1). Ange resttermen pé ordoform.

1 L
/ dx/ e ¥ dy
0 T

kan uppfattas som berdkningen av en dubbelintegral 6ver ett omrade D. Bestdm detta
omrade, och berdkna sedan integralen genom att integrera férst med avseende pa x.

. Integrationen

. Undersok om vektorfaltet
F = (2zy, 2% + cosy, €°)

ar konservativt och bestdm i sa fall en potential till det.



10.

Uppgift 6-10

. Berékna flodesintegralen

/ F-ndo
oK

F:( 3—z,y3—x,z3—y)

da F' ar vektorfaltet

och OK betecknar den totala begrinsningsytan till cylindern
K x2+y2§1, 0<z<2.
Normalvektorn 7 ar riktad ut fran K.

Bestam ekvationen for den rata linje y = ax + b som i minsta kvadratmening bést anpassar

till de fyra punkterna (z,y) = (—1,0), (0,1), (1,1), (2,2).

. Kurvan

x? + 10\/§3{;y +11y% =4

kan genom ett ortogonalt koordinatbyte bringas p& formen
ag® +bn* =1,

dér a och b ar konstanter och &, 17 de nya koordinaterna. De senare &r relaterade till de
ursprungliga koordinaterna x, y genom

() =)

Bestam konstanterna a och b samt matrisen C. Ange &ven kurvans typ.

dar C ar en ON-matris.

. En yta definieras genom ekvationen

22yz — 2° = 16.

Undersok om ytan kan uppfattas som grafen till en kontinuerligt deriverbar funktion
z = z(z,y) i en omgivning till ndgon av punkterna (2,3,2) och (5,2,4) (som ligger pa ytan).

Bestam, i forekommande fall, de partiell derivatorna %, % i punkten i fraga.
z? Oy

De hyperboliska trigonometriska funktionerna cosht och sinht definieras av
cosht = %(et +e7"), sinht = %(et —e ).
Undersok om den obegrénsade kropp K som definieras av
K : sinh(2® + yz) < z < cosh(x? + yz)

har dndlig volym och bestam i s& fall volymen.
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1. Den inversa matrisen ar

7 3
-1 _

A= (2 1) .
Alltsa ar den sOkta matrisen sjalv

aman -0 D)= (L)

2. Lat F(z,y,z) = 22? — ycos z + 3w sin z. D& ér
grad F' = (4o + 3sinz, —cos z,ysin z + 3z cos z) = (i punkten (1,2,0)) = (4,—1,3).
Det foljer att tangentplanet i punkten (1,2,0) &r
Az — 1)+ (=1)(y — 2) + 32 = 0,

eller, forenklat,
4o —y+ 32 = 2.

3. Med (z,y) = (2+ h,1+ k) och med anvéndande av 1= =1 —u+u> — ... (Jul <1) fas

1 1

fC+h1+k)= (2+h)2—3(1+k 1+ (4h—3k+h?)

=1— (4h — 3k + h?) + (4h — 3k + h*)* —
— 1 — 4h + 3k + 15h% — 24hk 4 9K* + O((R* + k?)3/?).

4. Omradet D &r triangeln med horn i punkterna (0,0), (1,1), (0,1). Omkastning av
integrationsordning ger

1 1
/dx/ e_dey://eydxdy—/ dy/ e da
0 T

1
:/O ye ¥ dy = [-se b= 2(1— 7).

5. Filtet F #r definierat och kontinuerligt deriverbart i hela R?, och
éx éy é,
rot F =det | 2 a% 2 | =(0,0,2x —2x) = (0,0,0).
2rvy x?+cosy €*

Alltsa ir F konservativt och har en potential, U, i hela R3.



Potentialen bestdms genom att integrera systemet

ou _

o = 2Ty
U _ 2

oy — ¥ + cosy
W _ o2
5, — €

Den forsta ekvationen ger
U=ay+ f(y,2),

dar f ar en tills vidare okénd funktion av y och z. Vi far

ou 0
- = $2 _I_ _f7
dy oy
som jamfort med den mellersta ekvationen ovan ger att
0
(9_f =cosy, dvs f(x,y)=siny+ g(2)
Y
for ndgon funktion g. Darmed har vi
ou
U= 2%y +siny + g(z), som ger 5 = g (2).
z

Jamforelse med den sista ekvationen ovan ger att g(z) = e* + C'. Detta ger till slut

U=z +siny+e* +C.

. Man kan integrera direkt eller anvinda Gauss’ sats. Vi viljer det senare och far
(integration forst med avseende pad z och darefter poldra koordinater i (z, y)-planet):

// F-ﬁda:/// didexdydz:/// (3% + 3y? + 3z%) dxdydz
oK K K

= / / 3222 4 3y?2 + 2|3 dady = / / (62% + 69 + 8) dady
z24+y2<1

z24+y2<1

2 1 1 2
6 8
/ dgo/ (6r* + 8) rdr = QW[L + L](l) = 117.
0 0 4 2

. Det ekvationssystem som koefficienterna a och b behéver uppfylla for att den rita
linjen y = ax + b ska g& genom de angivna punkterna ar

-1 1 0
0 1 al |1
1 1 (b) |1
2 1 2

Man kan inte forvinta sig att detta system ska ha négon 16sning (fler ekvationer dn
obekanta), men det i minsta kvadratmening bésta valet av a, b fds genom att 16sa
“normalekvationen”
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Ovanstaende forenklas till

som har l6sningen
Alltsa &r den sokta linjen

. Vi skriver ekvationen pé formen

(z,y)A (;C) =4,

dar A ar den symmetriska matrisen

A:(5b§ 51\?)

Karakteristiska ekvationen fér A ar

AN 120 - 64 =0,
som har rétterna (= A:s egenvirden)

A =16, A = —4.

Den sokta matrisen C':s kolonner ar egenvektorerna till \; och Ay normerade till lingd
ett. En (onormerad) egenvektor vy till A\; fas ur Avy = A\yvy (eller (A — A\ E)vy = 0),

vilket ger, t.ex,
oV3
V1 = ( ]é_) .
1/2

Efter normering blir detta ( V3 / 2). Med motsvarande rakningar for A\, fas

¢= (\}3//22 f@ '

Kurvans ekvation blir 162 — 4n? = 4, eller
462 —n? = 1.

. Satt

F(z,y,2) = 2zyz — 2°.

Vi har

0z

oF 9 0 i punkten (2,3,2)
— =2ay — 32" = )
—28 i punkten (5,2,4)

Alltsa &r, enligt implicita funktionssatsen, ytan garanterat en graf till en kontinuerligt
deriverbar funktion z = z(x,y) i nérheten av punkten (5,2,4). Detta innebar att
F(z,y,z(z,y)) = 0. Derivering med avseende pa x och y ger

or oro: . oF oro:
or 0z 0x oy  0z0y



s& att, i punkten (5,2,4),

9z S w16 4

or £ 2uy-—322 -2 T

0z _ oy x40 _10

oy %L 2mwy—3:2 —28 T
I punkten (2, 3,2) hade vi %—Z = 0 medan, till exempel,
88—5223/2:127&0.

Det foljer att ytan inte kan skrivas pa formen z = z(x,y) (med z kontinuerligt
deriverbar) i nirheten av (2, 3,2), ty ovanstiende implicitderivering med avseende pa x
skulle ge motsigelsen 12 4+ 0 = 0.

10. Den del, Ky, av K som befinner sig inom avstand R fran z-axeln har volym

Vol (Kg) = // (cosh(x? + y?) — sinh(2?® 4 y*))dady = // e~ @) dzdy
22 +y2<R2

x2+y2<R2

2 R
1
= ( poléra koordinater ) = / d<p/ e rdr = 27r[—§e””2]0R = (1l —e ).
0 0

Detta vixer mot m da R — co. Alltsa foljer att K har dndlig volym = 7.



