Institutionen for Matematik
KTH

Tentamen i Analytiska metoder och linjir algebra 2
fér M, BD, P och T (kurskod 5B1133) samt IT (kurskod 5B1141)
Den 15 januari 2005 kl 14.00-19.00

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen. Av
dessa uppgifter ska ni bara l6sa dem som svarar mot moment ni inte blivit godkénda
pa under kursens gang. Bedémningen hér dr Godkind/Underkénd.

Uppgifterna 6-10 podngsatts med maximalt 4 podng per uppgift. Betygsgranser:
For betyg 3 kriavs godkéant pa moment 1-5 plus 3 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 4 kriavs godkdnt pa moment 1-5 plus 7 podng totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 5 kravs godkéant pa moment 1-5 plus 12 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.
Utforliga motiveringar kravs. Inga hjalpmedel. Skriv program och grupp tydligt pa
omslaget. Lycka till!

1.  Finn en bas for R? dir samtliga basvektorer #r egenvektorer till matrisen

<;) g) (standardkoordinater).

2. Lat f(x,y) = y* e*~1 4 1. Bestdm tangenplanet i punkten (o, Yo, 20) =
(1,—1,2) till ytan z = f(x,y).

v’ — T Ccosy +xy

3. Avgor om funktionen F(z,y) = (ln (zy + 1) — arctany

) ar inverterbar 1

nagon omgivning av origo.

4.  Berikna kurvintegralen fv(xQ +y?) dz + (2xy + y?) dy, dir v ér den del av

parabelkurvan y = 1 — 2% som ligger i férsta kvadranten, genomldpt en gang
med start i (1,0) och slut i (0,1).

5. Berékna flodet av vektorfiltet F = (x,y,0) ut ur det omrade K som ges av
olikheterna 22 + y% < 2z < 4.



6. Bestdm en potentialfunktion till vektorfiltet F = (ye® + z,e* + 2,y +x) och
anvand denna for att berdkna kurvintegralen fy F - dr , dar v &ar skruvlinjen

r = (cost, sint, t), 0 <t <.

2
7. Duhar tva vektorer i R? givna i standardkoordinater somu = | 1 | ochv =
2
2
1 |. Bestdm matrisen (i standardkoordinater) for den linjéra avbildning
—2
som bestar i ortogonal projektion pa det plan genom origo som spanns upp
av u och v.

8.  Berdkna dubbelintegralen / / Y dxdy dér D &r den parallellogram
D 2T+ vy

som begrénsas av linjerna 2y —x =0,2y —x =2, 2z 4+y=1, 20 +y = 2.

9.  Bestdm arean av den storsta likbenta triangel som kan skrivas in i enhetscir-

keln.

10.  Finn alla lokala extrempunkter till funktionen f(x,y) = 2etyt iy

Losningsforslag publiceras forsta vardagen efter tentamensdagen pa
http://www.math.kth.se/ tranberg/5B1133.Extentor.html
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For betyg 4 kriavs godkdnt pa moment 1-5 plus 7 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 5 kriavs godkéant pa moment 1-5 plus 12 poéng totalt pa uppgifterna 6-10.
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1. Finn en bas for R? dir samtliga basvektorer #r egenvektorer till matrisen

<:1)) g) (standardkoordinater).

Losning: Kalla den givna matrisen fér A. Den karaktéristiska ekvationen for A ar
(1 —¢)(9—¢) —9 =0 med losningar ¢ = 0 och ¢ = 10, som alltsa ar egenvérdena
till matrisen A. Egenvektorer som hor till egenvirdet 0 fas som l6sningar v till

ekvationen Av =0, dvs v =1 (_31> Egenvektorer som hor till egenvirdet 10 fas

. (-9 3\ A 3 1\, .
som l6sningar till ( 3 _1> v=0dvsv=t (3> Vi ser att {(_1> : <3>} ar en

bas for R? som bestar av egenvektorer till A.

2. Lat f(z,y) = y*e**~' 4+ 1. Bestdm tangenplanet i punkten (zo, o, 20) =
(1,-1,2) till = f(z,y).
0 0
Losning: Vi deriverar och far 8_f = 2xy4ex2_1 och af = 4yPe” =11 den aktuella
g Y
af of ) :
punkten dr alltsa 7 = 2 och Eol —4, varfor tangentplanet ges av ekvationen
z Yy

z2=2+4+2(x—1)—4(y+1).



e*” — T Ccosy +xy

3. Avgor om funktionen F(z,y) = (ln (zy + 1) — arctany

) ar inverterbar 1

nagon omgivning av origo.

Losning: Vi deriverar och far jacobimatrisen

2re” — cosy +vy —rsiny +x
xy + 1 xy+1 1492

Vi ser sedan att nér vi sétter in (x,y) = (0,0) far vi

Jr(0,0) = (‘01 _01)

vars determinant dr 1 # 0, varfor inversa funktionssatsen garanterar existensen av
en lokal invers.

4.  Berikna kurvintegralen fv(x2 +y?) dz + (2xy + y?) dy, dir v ér den del av

parabelkurvan y = 1 — 22 som ligger i férsta kvadranten, genomlépt en gang
med start i (1,0) och slut i (0,1).

o(x? + y?)

9 2
w =2y = 5 for alla z, y, sa differentialfor-

ox
men dr exakt och kurvintegralen alltsa oberoende av vigen. Vi kan da (till exempel)
byta vig och integrera lings axlarna istéllet, dvs forst fran (1,0) till origo och sedan
fran origo till (0,1). Gor vi detta sa far vi

Losning: Vi ser att

0 1
/(x2+y2)dx+(2xy+y2)dy:/ xQd:E+/y2dy:0.
v 1 0

5. Berédkna flodet av vektorfiltet F = (z,y,0) ut ur det omrade K som ges av
olikheterna 2 + y? < z < 4.

Losning: Begrinsningsytan till K bestar av tva ytstycken. Det forsta, lat oss kalla
det for Yy, ges av 2z = 4, 22 + y* < 4. Det andra, 1at oss kalla det for Ys, ges av
z=a2+y? 22+ < 4

Pa Y] har vi den utatriktade normalen N = (0,0, 1) sa flodet genom Y; blir

/(x,y,O)-(0,0,l)dS:/ 0dS = 0.
Y1

Y1



Ytstycket Y, parameteriseras av r(z,y) = (z,y,2* + y?) dir 22 + y* < 4, den
or  Or

utatriktade normalen ges av — x — = (2z, 2y, —1). Flodet genom Y5 blir darfor

Jdy  Ox
(om D ér cirkelskivan 22 + y? < 4):

/ (x,y,0) - (22,2y,—1)dS = / (22? + 2y*) dzdy = {polira koordinater}
Ya D

2
= 27r/ 23 dr
0

= 167.
Flodet ar alltsa 16m.

6. Bestdm en potentialfunktion till vektorfiltet F = (ye® + z,e* + 2,y +x) och
anvand denna for att berdkna kurvintegralen fw F -dr , dir v ar skruvlinjen

r = (cost, sint, t), 0 <t <.

Losning: Om U(z,y, z) &r en potentialfunktion till vektorfiltet F', sa maste for
det forsta OU/0x = ye® + z. Det betyder att U(z,y,2) = ye® + zx + g(y, z) for
nagon funktion g. Eftersom for det andra 0U /0y = e* + z ser vi nu att dg/dy = =
vilket betyder att g(y, z) = yz + h(z). Det tredje villkoret som U maste uppfylla ar
0U/0z = y+x vilket ger att h(z) = C for nagon konstant C'. Vi kan lika giarna vélja
C' = 0. Vihar da att U(x,y, 2) = ye®+ (r+y)z dr en potentialfunktion till det givna
vektorfiltet. Nu ges kurvintegralen som potentialfunktionens vérde i slutpunkten pa
kurvan minus potentialfunktionens vérde i startpunkten pa kurvan, dvs

/F-dr:U(—l,O,W)—U(l,0,0):—7r.

v

2
7. Duhar tva vektorer i R? givna i standardkoordinater somu = [ 1 | ochv =
2
2
1 |. Bestdm matrisen (i standardkoordinater) for den linjdra avbildning
-2
som bestar i ortogonal projektion pa det plan genom origo som spinns upp
av u och v.

Losning: En normal till planet ges av u x v = (—6, 6, 3), multipliceras denna med
1/3 far vin = (—2,2, 1) som forstas ocksa &r normal till planet. En godtycklig vektor
v far en projektion vp pa planet som raknas ut enligt vp = v — v,, dir v, ar v:s



projektion pa n. Matrisen for avbildningen har kolonnvektorer som &r projektionerna
av basvektorerna. I forsta kolonnen star darfor

1\ /-2

0] 2
1 0 - 5/9
0] - XL N7 [ o) = [4/9
0 ) 1 2/9

Det som ska sta i matrisens andra kolonn fas med en liknande utrikning, dar forsta
basvektorn bytts ut mot andra, som (0,1,0) — ((0,1,0) - (=2,2,1)/9)(—2,2,1) =
(4/9,5/9,—-2/9). I tredje kolonnen star (0,0,1) — ((0,0,1) - (—=2,2,1)/9)(—2,2,1) =

-2
-2 8

4 2
Matrisen ar alltsa 5

O =

5
4
2

8.  Berdkna dubbelintegralen / / i dxdy dér D &r den parallellogram
D 2T+ vy

som begrénsas av linjerna 2y —x =0,2y —x =2, 2z +y=1,2x +y = 2.
Losning: Vi gor koordinatbytet

u=2y—x N x:—%u—i—%v
v=22r+y yz%u—l—%v

och vi ser att beloppet av jacobianen for koordinatbytet ar 1/5. Déarfor far vi nu:

2 2
Y 1 2u+w
dxdy = — du | d
//D%‘i‘yxy /1(0 25 v u)v

1 [ {uQ + vu} 2

= — dv
25 J; v B
1 24+ 20

dv

")l v
1[41 + )}
= —|4In

o5 (% V|1

B 4In2 + 2
25

9. Bestdm arean av den storsta likbenta triangel som kan skrivas in i enhetscir-
keln.



Losning: Vi kan anta att triangelns symmetriaxel dr y-axeln, dess horn ligger da i
punkterna (0, 1) och (£z,y). Dess area ar da A(z,y) = (1 —y), dir x > 0, som ska
maximeras under bivillkoret g(z,y) = 2? + y* — 1 = 0. Eftersom malfunktionen A
uppenbart dr kontinuerlig och bivillkoret definierar en kompakt méngd sa existerar
ett storsta viarde. Det antas da i en randpunkt eller i en punkt som uppfyller Lag-
ranges multiplikatorvillkor. Randpunkterna i det hér fallet &r (0,1) och (0, —1) som
ger arean (. Lagranges villkor séger att grad f = Agrad g (om inte grad g = 0, vilket
inte #r fallet for oss), samtidigt som g = 0, dvs i vart fall har vi féljande system av
villkor som ska vara uppfyllda:

(1—y) =2z
—r = A2y

22 +1y?—-1=0
x>0

Forsta ekvationen ger A = (1 —y)/2z vilket insatt i den andra ger 2% = y* — y vilket
insatt i den tredje ger 2y*> —y — 1 = 0 med 16sning y = —1/2 och y = 1. Mgjliga
punkter for max #r alltsa (0£1) och (v/3/2, —1/2) och vi ser att den senare punkten
ger maximal area, namligen 31/3/4.

10.  Finn alla lokala extrempunkter till funktionen f(x,y) = ety tday

Losning: Eftersom exponentialfunktionen ar strangt vixande riacker det att soka
extrempunkter till exponenten g(x,y) = 2x?+y*+4zy, som &r ett polynom och alltsa
deriverbar hur manga ganger som helst i hela planet. Vi borjar med att derivera och
bestdmma de kritiska punkterna till g. Vi har att dg/0x = 4x + 4y och dg/0y =
4y3 + 4x. Kritiska punkter #r de punkter dir bada dessa dr noll, vilket intraffar nér
y = —x och x = —y? samtidigt. Detta ger de kritiska punkterna (0,0), (1,—1) och
(—1,1). For att avgora om dessa &r extrempunkter behéver vi andraderivatorna:
02g/0x* = 4 och 0%g/0y? = 12y* och 9?g/dxdy = 4. 1 origo ir alltsa g(x,y) =

1
5 (42°+2-4zy) + hogre ordningens termer = 3((2z+2y)? —4y?) + hogre ordningens

termer, sa vi ser att origo dr en sadelpunkt for ¢g. I punkten (1,—1) ar g(z,y) =

1 .. .
5(4(3:—1)2—1—2-4(3:—1)(y+1)—|—12(y+1)2) + hégre ordningens termer = $((2(z—1)+

2(y+1))*+8(y+1)?) + hogre ordningens termer, sa vi ser att detta dr en minpunkt.
Av symmetriskal giller detsamma punkten (—1,1). Den givna funktionen har alltsa
tva extrempunkter, som bada dr min-punkter, namligen (1, —1) och (—1,1).



