Institutionen for matematik
KTH

Tentamentsskrivning, 2004-08-17, kl. 14.00-19.00
5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra Ii

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i dentkarerliga examinationen. Av dessa
uppgifter skall man bara I6sa dem som svara motembman inte blivit godkand pa under
kursens gang. Bedomning har ar Godkand/Underkand.

Uppgifterna 6-10 poangsatts med maximalt 4 poangipegift. Betygsgranser:
For betyg 3 kravs godkant pA moment 1-5 plus 3 gaéiralt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 4 kravs godkant pA moment 1-5 plus 7 gaéialt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 3 kravs godkant pA moment 1-5 plus 12@adétalt p& uppgifterna 6-10.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses medrliglosningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel &r tilldtna. Skriv program och gruppliyidpa omslaget.

-1 1

3 -2 4

1. Det ar kant att. &r en linjar avbildning samt al.{lj =| 2 |och L( J =1 2]. BestamL{J
1 3

2_
2. Bestam tangentplanets ekvation till grafytan y3 XZ i punkten (x,,y,)=(23)
X -y

3. Bestam alla lokala maximipunkter tilf (x, y) = (yz - xz)e‘y
4. Berdkna volymen av den andliga kroppen som begransas avriaiptainen samt
planety =12och ytarx+2z-z? =1

5. Berdkna flbdesintegraI% If(F) Mdo da darsar ytan till det axelparallella rattblocket med
S

tvd av hérnen i punkterna (0, 0, 0) och (3, 2,A(x,y,z)= (xz, Xy, 22), A ar utdtriktad
enhetsnormal.

6. Bestam Taylorpolynomet av tredje ordning till ktionen
f(x,y) = cog{x+y—3)+(y—-2)e"*kring punkten (1, 2).

7. Undersok om vektorfalteifz( 2y Y ,In(x2+1)+ —

2 > 5 +3 |ar konservativt. Om
X+l Xy“+1 Xy° +1

sa ar fallet bestam en potential #ll.

8. Bestam arean av den delen av koxér y* = z*som tillhér omradeD< yx*<1,x=3,z> 0

9. Berdkna Iinjentegrale[ﬁ(4x+2y)dx+ zdy darL ar skarningskurvan mellan ytorna
L

z=(x-1 +(y+2)? och 2x—4y+z=6. Skarningskurvan genomiops pa s& satt att kurvans
projektion paxy-planet genomlops motsols.

10. Det ar kant att pa ytaxy+yz+xz=12 finns en punkt som ligger narmast till plaxey+z=1.
Bestam punkten och avstandet.

Lycka till!
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Ldsningsforslag och svar

-1 1
3 -2 4
1. Det ar kant att L ar en linjar avbildning samt att L(J =| 2 |och L( jz 2 |. Bestam L(J
1 3
Losning. Eftersom en linjar avbildning bibehallimjara kombinationer, racker det att hitta tva

3 -2 4
tal xoch y sadana atk{lj + y{ j = {J . Likheten ar ekvivalent med ekvationssystemet

-1
3x-2y=4
{ y 1 som har en enda l6sning= 2, y =1. Saledes
X—y=
-1) (1 -1
4 3) (-2 3 -2
L |=L2 |+ =2L| |+L =2 2 |+|2|=| 6
1 1 -1 1 -1
1 3 5
-1
4
Svar. L( j: 6
1
5
y -xy

2. Bestam tangentplanets ekvation till grafytan z:% i punkten (xo, y0)=(2,3)
X -y
Ldsning. Tangentplanets ekvation till en grafytae f (X, y) ar

1 1 e . . 3
2= 2, + £1(X, Vo) (X = %) + F, (%, Yo )(Y = Vo) dar z, = f (X, Y, ). Har har viz, =— = -3,

(v =) b = y?)= (2 -l - y2), _ -yl -y?)- v -)mx

f'=

X (X3 —y? )2 (X3 —y? 2

f (Xos ¥o) :%]323[12:_33

om0, 00 -y)- 0 -k -y?), Gy - - y?)- (v - )2y
' (¢ -y?f (- y?f |

£ (X, Yo) = %1)32[_6 =14. Detta ger tangentplanets ekvatio/ —3-33x — 2) +14(y - 3)

eller z=-33x+14y + 21

| Svar. z=-33x+14y+21 |

3. Bestam alla lokala maximipunkter il f(x, y)=(y? - x?)e™
Losning. Funktionen ar definierad och ar differentierbardta (x, y), saledes en maximipunkt
kan finnas endast dar bada partialderivator ar Ganekvationssystemet



f.=-2xe”” =0 . - . . :
Dae” >0far vi ur den 1:a ekvation att = 0 och sedan ur den

fy=Qy-y*+x*)e” =0
2:a ekvation atRy — y?> = ODetta ger oss tva kritiska punkt@(0,0) och P(0,2). Punkternas
karaktar undersoker vi genom Hesses matris

A B f n f n _ _y _y
H = _ x"x X"y _ 2e 2xe D&
B C) |fy fy) \2xe” (2-4y+y?-x?)e”
-2 0 P
detH (O) = de = -4 < 0&r O en sadelpunkt. Daremdt (P)= 2 0 | Har
0 2 0 -2e7
har vi detH (P)=4e™ >0 och -2e <0, séledes aP(0,2) en lokal maximipunkt,f (P) = 4e™
Svar. P(0,2) &r en lokal maximipunktf (0,2) = 4e™

4. Berdkna volymen av den andliga kroppen som begréansas av koordinatplanen samt
planety =12och ytan x+2z-27z>=1
Losning. Ytan x+2z-z% =1 skér planetx=0d& 2z - z* =1d.v.s. d&z =1. Séledes kan
kroppen anges med olikheterrs y<12,0<z<1,0< x<1-2z+ 7%, D& &r volymen
1-2z+72 1

12 1 1 3
V:IdYIdz I dlezj(1—22+zz)dz:12{z—zz+%} =4
0 0 0

0 0

| Svar. Volymen=4|

5. BeréknaflddesintegralenﬁIE(F) (Mdo da dar S ar ytan till det axelparallella rattblocket med
S

tvd av hérnen i punkterna (0, 0, 0) och (3, 2, 1), If(x, Y, z) = (xz, Xy, 22), A ar utatriktad
enhetsnormal.
Losning. Enligt divergenssatsen ar flbdesintegraieﬂfdivlfdv darR ar det axelparallella
R

rattblocket med tv& av hérnen i punkterna (0, @d) (3, 2, 1). D&liVF = 2x+ x+ 2z =3x+2z
kan integralen skrivas om som

idxidyj(Sx +2z)dz= idxf[sz + zz]zzldy = idxi(Sx +1)dy = 2?(3x +1)dx = [3x2 + 2x]3 =33

z=0 0

6. Bestam Taylorpolynomet av tredje ordning till funktionen
f(x,y) = cog{x+y—3)+(y—2)e"*kring punkten (1, 2).
Lésning. Om vi betecknath = x—=1k = y—2 blir uttrycket cogh+k)+ke™" . D& bdd+k och

—hgér mot 0 om(x, y) - (0,0) kan vi anvanda MacLaurinutvecklingarna:
2

2
cos(h+k):1—@+... oche™ :1+(—h)+%+.... Detta ger 0ss

cogdh+k)+ke™ =1—%h2 —hk—%k2 + k—kh+%kh2 +... dar punkter déljer termer av grad 3

eller storre. Saledes



svar 1+(y-2)-2 (x-1)" ~2x-2)y-2)-Z(y-2 +(x-1(y-2)

7. Undersok om vektorfaltet I_f = 22xy +— z ,In(xz +1)+ >— - +3 |ar konservativt. Om
X“+1 xy +1 Xy +1
sa ar fallet bestam en potential till F.
Losning. Vi betecknarP = 2y Y ,Q= In(x2 +1)+ +3. Da
x*+1 x’y*+1 xy? +1

2,2
;ZX + %y +12 och denna function &ar definierad for atlachy, ar faltet F
x“+1 (x2y2+1)

konservativt. FOrsta ansats till potentialen ar
U :Ide = yj 2xdx +I ydx  _ yln(x2 +1)+ arctarfxy)+g(y), dar g(y) &r en godtycklig

X2 +1 Y (xy)’ +1 ’

konstant m.a.px, som kan bero pga

(Vid integrationen har vi substituerac x* +1i den 1:a integralen och= xy i den 2:a. For att

P; :Q)’( =

bestammag(y) skall vi beréalknaaa—U och jamfora det me@. D& fasg'(y) =3, vilket ger oss
y

g(y)=3y+C och

Svar. U = yIn(x? +1)+arctarfxy)+3y +C

8. Bestam arean av den delen av konen x? +y? = z”som tillhér omradet 0< yx* <1, x>3,z>0
Losning. Ovre delen av konen (d&=0) &r grafytanz=+/x* + y* . Projektionen p&y-planet
av ytstycket ifraga ar ett oandligt omrade ysiz, x> 3. Arean uttryckas da med en

X

generaliserad integral

= ¥ 1 \2 (,)2 V¢ X i Yy i @ NG yz
!dxl\/1+(2x) +\z, dy—!dxl 1+ T2+y2 + \/XZTyZ dy_idxl\/l+x2+y2+x2+y2
o Yx 2 2 w0 Y © ©

Je il P ] -5

x*+y* x? X 3

Svar. Arean= ?2

9. Beradkna linjentegralen §(4X+2y)dx+ zdydar L ar skarningskurvan mellan ytorna
L

z= (x—l)2 + (y+ 2)2 och 2x-4y+z=6. Skarningskurvan genomléps pé sa satt att kurvans
projektion pa xy-planet genomlops motsols.
LGsning. En ekvation for kurvans projektion pg-planet fas genomrelimination:

2x—4y+ (x—l)2 + (y+ 2)2 =6 « x?+y?=1. Detta ger oss en parameterframstallning:



Xx=cod,y=sint,z=6-2x+4y=6-2cos +4sint dart |6per fran 0 till 272 . Inséttning i
2

linjeintegralen ger d§§(4cost + Zsint)(—sintdt) + (6— 2cod + 4sint)costdt =
0

2 s
= I(—Zcos"t —2sin’t +6cost kit = I(—2+6005I)dt =[-2t +6sint]” =-4r

0 0

10. Det ar kant att pa ytan xy+yz+xz=12 finns en punkt som ligger narmast till planet x+y+z=1.
Bestam punkten och avstandet.

sy o)
V3

for avstandet frAn punkteM (x,,Y,.2,) till planet

Lésning. Avstandet fr&n en allman punM (x, y, ) till planetx+y+z=1 &r

A% + By, +C2,+ D

VAZ+B2+C?2
PM

Ax+By+Cz+D =0, eller berdkna beloppet av projektion%W: N dar Nar en

(anvand formeln

normalvektor till planet ocl® en godtycklig punkt pa planet). Ytay+yz+xz=12 skar inte
planet

— 2 2 2 — _1 1 2 2 2 1
(Xty+z=1e xX"+y“+z +2xy+2xz+2yz—1c>xy+xz+yz—5—§(x +y“+z )SE)’

saledes racker det att hitta punkter pa ytan déktibnen x+y+z-1 antar minst positivt varde
och storst negativt varde (Ytan &ar en andragradsghabestar faktiskt av tvd sammanhangande
delar som ligger pa bada sidor av planet). Vi adean.agranges metod: vi bildar en funktion
F(x,y,z,A)=x+y+z-1+A(xy+xz+ yz—12) och far ekvationssystemet fér extrempunkter

F,=1+A(y+2)=0
F, =1+A(x+2)=0
F/=1+A(x+y)=0
F,=xy+xz+yz-12=0
som har tva losningar: ®=y=z=2,1=-05 och2)x=y=z=-2,A=05. Den 1:a ger en

. s avstand2i 2727153
punktenA(2, 2, 2) som ligger pa avstandet NE = 3 den 2:a punkteB(-2, -2, —-2)
-2-2-2-
som ligger pa avsténst jl = 73 > 5J3 . Saledes
V3 3 3

5/3

Svar. Den narmaste punkten &2, 2, 2), avsténdetT




