Repetition, analys.

Berdkna hastigheten, farten och accelerationen vid tiden ¢ for en partikel vars rorelse be-
skrivs av r(t) = (2sint + cost, 2cost — sint, 2t).

Berdkna liangden av kurvan r(¢) = (4¢,3sint,3cost), 0 <t <.

Sok
. _ ) 2 ) 2
a. lim -1 b. lim _ XY c. lim X +2xy
(-1, y—1 (x)—(0,0) 3x2 + 4y2 (x9)—(0,0) 3x2 + 4y2

Bestiam alla funktioner f(x,y) sadana att
a. fr=2xsinx?, f; =cosy.
b fizy, fy=x+2.

I uppg. 56 ar f och g godtyckliga tva ganger deriverbara funktioner av en variabel.

5. Visa att
a. z = f(x +y) + glx — y) satisfierar ekvationen z; — zj; = 0.

b. z = flx? + xy?) satisfierar ekvationen 2xyz; — (2x +y2)z;=0.

6. Lat z=xy + f(x) Bestam x2z; + 2xyzy, + y%2,,.

Yy

7. Bestdm riktningsderivatan till funktionen f(x,y,z) = e? + 2arcsinz i punkten (0,1,0) i
riktning av vektorn (-1,0,1). I vilken riktning viaxer f i (0,1,0) snabbast? Vilka
varden antar riktningsderivatan i (0,1,0) d& u &r en godtycklig enhetsvektor?

8. Lat flx,y) =V1+ 2x + 4y. Ange den riktning i vilken tillvaxthastigheten av [ i punkten
(4,-2) &ar minst.

9. Lat z(x,y) = f(2x + 3y). Berdkna riktningsderivatan av 2z i punkten (1,1) i riktning av
vektorn v =(3,4) da f(5) = 4. Vilka virden kan riktningsderivatan z;(1,1) anta fa uw &ar
en godtycklig enhetsvektor?

10. Funktionen f(u,v) é&r differentierbar i hela R2. Sitt h(x,y,z) = flx/y, y/z), ¥y >0, z > 0.
Berédkna xh; + yhj +zh; uttryckti u och v och partiella derivator av f.

11a. Transformera ekvationen 1-9f _1.9f _ ¢ genom u = In(x? + y2), v = In(x? — y2).

x dx y dy

11b. Transformera uttrycket z;, — 2xz;, + x%2), genom x = u, y = v — ug

11c. Transformera ekvationen zi; + zj;, =0 genom x =u + v, y = 2u —v.

Svar:

1. (2cost—sint, —2sint —cost, 2), 3, (-2sint —cost, —2cost + sint, 0).

2.  b5m.

3a. finns ej. 3b. 0. 3c. finns ej.

4a. flx,y) = siny — cosx? + C. 4b.  flx,y) = xy2 +y. 6. 2xy.

7. 1N2, (1,0,2), [-V5, V51, 8. [-1-2l 9. 72/5, [-208,208].

10. 0. 11la. f;= 0. 11b. z;, + z;.

1lc. 2z, + 2z, + 5z,, = 0.



13. Visa att ekvationen x” + siny = 1 definierar y som funktion av x i en omgivning av
punkten (1,0) och berdkna y’(1).
14. Visa att det i en omgivning av origo finns en funktion =z(x,y) som satisfierar ekvationen
x3 + y3 + 23 + x%22 —yz —z = 0. Berdkna for denna funktion z; och z;.
15. Bestédm alla punkter pa ytan 2z =x2 + 4y2 i vilka tangentplanet 4r parallellt med planet
x+y+2z=0.
16. Bestiam ekvationen for tangentlinjen till kurvan r(¢) = (sint¢, cost cos2f + sin?2if),
0<t<2m ipunkten (0,-1,1).
17. Bestdm ekvationen for tangentlinjen och normalen till nivikurvan f(x,y) = 6 i punkten
(2,1) da flx,y) = x2y + xy3.
18. Bestam ekvationen till tangentplanet och normalen till ytan
a. x% 4+ y3 4+ 23 -3z =2 ipunkten (1,-1,2).
b. z—4arctany = 2% -3 j punkten (1,2,3).
X +z
19. Bestiam ekvationen till tangentplanet och normalen till ytan
a. z=x2-4y? ipunkten (5,2,9).
b. z=x+y +3arctany = 2% i punkten (1,2,3).
x+y
20. Bestam Taylorpolynomet av andra graden till funktionen
a. f(x,y) = ¢~2y ipunkten (0,0).
b. flx,y) = In(2x2 + y2) — 2y i punkten (0,1).
21. Betrakta funktionen f(x,y) = sin(8x — 2y — 5)cos(2x — 3y).
a. Bestdm en linjar approximation till f i en omgivning till punkten (3,2) och be
rakna ett approximativ virde av f(3.1, 2.2).
b. Bestdm Taylorpolynomet av andra graden till f i en omgivning till punkten (3,2)
och anvind detta polynom for att berdkna ett approximativ viarde av f(3.1, 2.2).
22. Betrakta funktionen fl(x,y) = sin(2x —y) + 2In(y — x).
a. Bestdm en linjar approximation till f i en omgivning till punkten (1,2) och be
ridkna ett approximativ varde av f(1.1, 2.2).
b. Bestdm Taylorpolynomet av andra graden till f i en omgivning till punkten (1,2)
och anvind detta polynom for att berdkna ett approximativ viarde av (1.1, 2.2).
23. Bestam lokala extrempunkter och deras karaktér till funktionen
a. f(x’y) = xy e—(x2+y2)/2
b, fle,y) =%+ 8 _y.
y X
Svar:
. —3x2 — 2xz . -3y2 + z
13. 0. 14. z, = , 25 = Y )
322 +x2 -y -1 "7 322 +ax2-y -1
15. (-1/2,-1/8,5/16). 16. (x,y,z) = (=t,—-1,1 + 2¢). 17 x+2y=4, 2x—y =3.
18a. Tangentplan: x +y + 3z = 6. Normal: (1,-1,2) + #(1,1,3).
18b. Tangentplan: 2x —y +z = 3. Normal: (1,2,3) + #(2,-1,1).
19a. Tangentplan: 10x — 16y —z = 9. Normal: (5,2,9) + #(10,-16,-1).
19b. Tangentplan: x — 2y +z = 0. Normal: (1,2,3) + £(1,-2,1).
20a. 1+x—2y +x2%/2 - 2xy + 2y2. 20b. -2+ 2x2 — (y — 1)2.
21a. p(x,y) =-14 + 9x — 2y. 9.5. 21b. plx,y) =14 + 9x — 2y + (x — 3)2. 9.51.
22a. px,y) =y —2. 0.2. 22b. plxy) =y —2—-(x—1)%+2(x - 1)y —2) - (y — 2)2. 0.19.

23a

. 1. max. i 2(1,1), 1. min. i #(1,-1). 23b. lok. max. i (—4,2).



24. Bestam lokala extrempunkter och deras karaktér till funktionen
a. f(x,y) = 3x2 + 3xy + y2 + y5. b.  flx,y) = x3y2 + 2Txy + 2Ty.
c. flx,y,2) = x2 + y2 + 222, d.  fxy,z) =x2—-2y2 +22 - 2x + 4y + 2z.

25. Bestidm det storsta och minsta virdet av

a. x2 —xy +y2—-x -y + 1 da (x,y) varierar inom och pa randen av triangeln med
horn i punkterna (0,-1), (0,1), (2,0).

b. x3+y3 -3y da |x|<2, 0<y<2 c. 2x2+4x—-y+5 di x2<y<2—x.

d.  x+7y did x2 +y2<2, y<1. e. x -y da x2 + y2<10.

f. x + 2y da x? + 4y2 <10. g, x+\N2-x2-y2

h. x+2y +V6-—x2—y2

26. Ange en minstakvadratlosning till ekvationssystemet

x+2y=1 _9

a. x— y=2. b. oY=
2%+ y=0 2+ y=0

Y= x+ y=0

Beridkna ocksé medelfelet.

27. Bestam ekvationen for den parabel y =ax2 + bx + ¢ som i minstakvadratmening bist an-
passar till punkterna (-3,3), (-1,1), (0,1), (1,2), (3,4).

28. Visa att ekvationen x3 +3y2 +23 +x +y +2z = 6 definierar i en omgivning av punkten
(1,1,1) precis en funktion z =z(x,y). Berdkna 2z:5(1,1).

29. Visa att ekvationen x +y + sin xy = 0 definierar i en omgivning av punkten (0,0) precis
en strangt avtagande funktion y = y(x).

x=u2-v2
30. Visa att ekvationssystemet { y =uv dar u? + v2 # 0, definierar lokalt precis en kontinu-
z=3u-v

erligt deriverbar funktion 2z =z(x,y). Berdkna z3(0,1) och z;(0,1) dd man vet att 2(0,1) =
2.

31. Visa att det finns en omgivning av punkten (x,y,u,v) = (1,1,1,1) i vilken ekvationssystemet
{2x2+uy +0v2=4

definierar precis en kontinuerligt deriverbar funktion
u?2 —2uv +y%2=0

a. u=ulx,y). Berdkna u(1,1).
b. x = x(u,v). Berakna x/(1,1).

32. Bestam forsta och andra differentialen till funktionen
a. flx,y) =x2+y2—xy — 3y ipunkten (2,1).
b. flx,y,z) =x2 +y2 —xyz — 3y 1 punkten (2,1,0).

Svar:

23a. 1. max. i =(1,1), 1. min. i +(1,-1). 23b. lok. max. i (-4,2).
24a. l.min. 1 (0,0) 24b. l.maxi (-3,-1) 24c. lok. min i (0,0,0)
24d. saknas 25a. 3 och 3/28. 25b. 10 och —10.

925c. 10 och —1/8. 925d. 10 och 6. 925e. 2V5 och —2V5.
25f. 3V2 och —3V2. 25g. 2 och —\2. 25h. 6 och —V30.

26. a. x=2/3,y=-1/3;1. b. x="T/11,y = —4/11; N 1122/33.

27. vy =(26x2 + 20x + 115)/100. 28. -3/2. 30. z =2,=1

3la. -2/3. 31b. O.

32a. df = 3h — 3k, d2f = 2h2 — 2hk + 2k2.
3%b. df = 4h —k — 21, d%F = 2h2 + 22 — 2kl — 4kl.



33. Berdkna foljande dubbelintegraler

-”xy dxdy, diar D begridnsas av y = x2, y = 8x2, xy = 8.
D

J 1—xL3dxdy, dar D gesav x2<y <1 och x=0.
+y
D

-”x dxdy, diar D begrinsas av 2x +y = 0 och y =3 — 5x2 + 4.
D

17
-”xi dxdy, dir D begridnsas av kurvan y = x3 —x och x—axeln.
1+ x%+y4

J‘J‘dedy, dar D gesav 1<x2+y2<4, x>0 och y>0.
xZ 4y

-”mdxdy, dir D gesav x2+y2<1 och x+y<1.
D

J (x +y)e¢dxdy, over triangeln med hérnen i punkterna (0,0), (1,0) och (0,1).

D

-”nyzz3 dxdydz, K begridnsas av z=xy, y =x, x =1 och z = 0.
K

1 . 2 2
-”mdxdy, D: x2 + y2< 1.

-”(x +y)e¥?=Y%dxdy, D: |x + y|<1, 0<x —y<1.
D

35. Berdkna arean av det omrade som begrinsas av

a.
b*.

xy=1, xy =2, y =x20och 8y =x2, x > 1.
x23 4 y28 = 4.

36. Berdkna volymen av den kropp som begridnsas av

a. z=v%2 x2+y2=1 och z=0.
b. x2+22=1,y=3x och y =0.
c. x=y2+22 x=0, x=1 och z=1.
d.  x=y%2+ 22 och x2=y2 + 22
e. x3 =y2 + 22 och x =2.
f. z=x2+y2 y=x2 y=1 och z=0.
Svar:
33. a. 321n 2. b. In 2/6. c. 69/20.
d. 0. e. m/A4. f. 2-m2.
g. 1/2. h. 1/364. i. /2.
j. (e—e1 —2)2.
35. a. In 2. b. 24T
36. a. /4. b. 4, c. 4/3.
d. /6. e. 4. 3f. 88/105.



37. Beridkna arean av den del av ytan
a. z=x2-y2 som ligger inuti cylindern x2 + y2 =1,z > 0.
b. 3z = 2(x%2 + y32) vars projektion p& xy—planet dr triangeln med hérnen i punkterna
(0,0), (0,1) och (1,0).
38. Undersok om vektorfialtet F &r konservativt. Om detta ar fallet s bestdam en potential.
a. F(x,y) = (2x + 3y, 3x + 3y2). e. F(xy,z)= +22 x, 2xz).
b. F(x,y) = (8xy, x2 + 3y2). f F(x,y) = (y +y2, x + 2xy).
c. Fxy,z)=x+y,xz,2). g. Fxy)=ky+y,2x—y).
d. F(x,y,2) = (2xz, 2%, x + 2yz). h F(x,y,z) = (x + 2z, 2xy, yz).
39. Beridkna foljande linjeintegraler
a. jw lings y = 2x fran (1,2) till (2,4).
x +y
b. J(Zx —y)dx + (x + 2y)dy fran punkten (3,0) till punkten (-3,0) moturs ldangs cir-
r
keln x2 + y2 = 9.
c. '[(xz + xy)dx + (x — xy2)dy 1i positiv led runt triangeln med hérnen i punkterna
r
(-1,0), (1,0) och (0,1).
d. '[(xz + y)dx + (x + y2)dy frédn punkten (1,-1) till punkten (-3,3) lings kurvan
r
lx —y] + 2x +y = 3.
e. xdy —ydX gir T &r den del av cirkeln x2 + y2 = 10, som i forsta kvadranten
rx + y)VNxy
gar fran (3,1) till (1,3).
f. '[(x +y)dx + (y —x)dy + (x +y + z)dz, dar T’ ges av x = cost, y = sint, z =
r
sint + cost och ¢ gar fran = till 0.
g. '[(\J l-x-y +x)dx + V1-x—y + 2y)dy, fran punkten (1,0) till punkten (0,1)
moturs lidngs cirkeln x2 + y2 = 1.
h. J(x2+y2)ds, dd T gesav x=4t—-1, y=3t+1, -1<¢<1.
r
i. '[(xy +y)ds, da I' gesav x = 3cost, y =3sint, z=4¢t, 0<t <.
r
j. J(2x +x2 - 9y)ds, da T parabelbdgen 9y = x2 mellan punkterna (0,0) och (6,4).
r
Svar:
37. a. wn(6V5- 1y12. b.  4(1+2)15.
38. a. konservativt, x2 + 3xy + y5. b. ej konservativt.
c. ej konservativt. d. konservativt, x2z + yz2.
e. konservativt, xz2 + xy. f. konservativt, xyZ + xy.
g. ej konservativt. h. ej konservativt.
39. a. 5/3. b. 81m/2. c. 5/6.
d. -8. e. /3. f. .
g. -1/2. h.  310/3. i. 30.
j- 49.



40. Berdkna féljande flodesintegraler
a. J (2y,0,32)-ndS, dar S é&r den del av planet 3x —z + 2 = 0 som ligger inom cy-
S
lindern x2 + y2 = 4. Enhetsnormalen n pekar uppét.
b. J- (4x — 9y,6y +z,x +2z) -ndS, dir S &r den del av ytan z = 2x + x2 — 9y som pro-
S
jiceras pa triangeln med hérnen i punkterna (0,0), (1,0) och (1,1) i xy-—planet.
Enhetsnormalen n pekar nedat.
c. J- (2x +y,2y —x,x —42) -ndS, dir S &r den del av paraboloiden z =x2 + y2 som
S
ligger inom cylindern x2 +y2 = 1. Enhetsnormalen n pekar nedat.
d. J](y,—x,z) -ndS, diar S definierasav z2=1-x2-y2 x>0, y>20, 2z=20 och n
S
har positiv z—komponent.
e. JJ (0,0,z) - ndS didr S &r den del av planet x +y +2z =2 diar x2 +y2 < 1.
S
Enhetsnormalen % har positiv z—komponent.
f. J‘J‘ (x,y,z) 1dS diar S ir den totala begridsningsytan till cylindern x2 +y2<1, 0<
S
z<1 och R &r ytans utatriktade normal.
g. JJ. (4x, -2y%, 22) -n dS tagen 6ver utsidan av omradet begrinsat av ytorna z =0,
S
z =2, x2+y2=1
h. J- (rotF)-ndS, dar S &r ovre halvan av sfiren x2 + y2 + z2 = 1, n  &r den
S
uppétriktade normalen och F = (x + y, 2x + 2yz, y2 + 2).
41. Beridkna flodet av vektorfiltet rot(3xyz2, 2xy3, —x2yz) ut genom den konformade ytan
definierad av 1 —z = Vx2 + y2, 0<z < 1. Ledning: Slut ytan.
42. Berdkna foljande ytintegraler
a. sz dS diar S é&r den del av planet 2x + 2y +z =2 dir x2 +y2< 2,
S
b. JJ z(x2 +y2)dS, diar S &r den halvsfiriska ytan x2 + y2 +22=1, 2 >0.
c. J‘J‘ dir S dr ytan som ges av x2+y2 +22=4, x2 +y2<1,z>0.
Va2 + y2 + 22
43. Betrakta vektorfilten F(x,y,z) = (xyz, z2, x2y) och G(x,y,z) = (x3,¢,1) samt de ska-
ldara falten f(x,y,z) = xyz och g(x,y,z) = * . Ange vilka av foljande uttryck som har
yz
mening och berdkna dem: rotrotF, grad(gradf - gradg), rot(F - gradf), gradrotF,
rot FxdivG, divdivF, graddivrot(FxG).
Svar:
40. a. 24m. b. 55/12. c. 0.
d. /8. e. 2m. f. 2m.
g. 12m. h. =
41. 0.
42, a. 12 b. w2 c. 2m(@2-V3).
43.

rotrotF = (0,z — 2, —y); grad(gradf - gradg) = _2x _ 2x , 2x? , 2x? ;
y2 227 437 ;3

graddivrot Fx G = (0,0,0).



44. Bestam ekvationen for tangenten till kurvan
x= t+5
2+ 2

b. x=In2 - \/;), y=Vt2+¢t—1 iden punkt som svarar mot ¢ = 1.
c. xy3 +1In(1 + 2x —y) = 8 i punkten (1,2).

a. , ¥y =3 arctan(l —¢) + ¢ i den punkt som svarar mot ¢ = 1.

r=sinv + 2 cos v (poldr kurva) i den punkt som svarar mot ¢ = m.

45. Berdkna ldngden av féljande kurvor:
a. by =4x5 0<x<9
b. y = €%, InV3<x<InVs
c. y=§(x2+1)3/2, 0<x<1

d. x=cost+({t—-1)sint, y=sint—(¢t—1)cost, 0<t <2
e. x=3cos2t—2cos3t, y=3sin2t—-2sin 3¢, 0<¢t<n
f. r=sinv +cos v, 0 <v <7 (poldra koordinater)
g. r=1+sinv, 0<v <2n (polara koordinater)
Svar
4. a. 2x —y =3. b. 3x+y=1.
c. 10x + 11y = 32. d. 2 —y =4.
45. a. 232/15 b. 1+ InV3/2
c. 47/15 d. 1.
e. 24 £, a2

g. 8



