Matematiska Institutionen
KTH

TENTAMEN i Linjar algebra, SF1604, den 15 december, 2009.
Kursexaminator: Sandra Di Rocco

e Svaret skall motiveras och losningen skrivas ordentligt och klart.
e Inga hjidlpmedel &r tillatna.

e Betyg Fx ger mojlighet till att komplettera till betyg E. Datumet och formen pa kompletteringsprovet
meddelas via email.

Betyg enligt foljande tabell:

minst 35 poidng

minst 30 poing

minst 25 poing

minst 20 podng

minst 15 poédng
r  13-14 poing

THoQWm e

DEL I
15 poing totalt inklusive bonus poéng.

1. Latd = (1,2,1), @ = (1,2, —1), 4, = (5,3 +¢,1) € R3 dirt € R.

(a) (2 p.) Forvilkat € R dr vektorerna v, w, u; linjidrt oberoende? Matrisen

1 2 1
1 2 -1
5 3+t 1

har determinanten lika med 2t — 14. da dr vektorerna linjirt oberoende om ¢ # 7.

(b) (3 p.) Bestam dim(Span (v, 0, @;)) for allat € R. Om ¢ # 7 da utgor vektorerna en bas till R3
och dimensionen ir lika med 3.
Om t = 7 da dr de linjdrt beroende. Vektorerna ¢ = (1,2, 1), = (1,2, —1) dr linjért oberoen-
de aftersom k1 (1,2,1) 4+ ko(1,2,—1) leder till k1 + ko = 0, k1 — ko = 0 som ger k; = ko = 0.
Detta visar att i det hir fallet 4r dimensionen lika med 2.

2. Betrakta foljande linjer i rummet R? :

sty = 1 r = 1—t
115{ B L iy = —t
20—z = 0 L = 1—¢

(a) (1 p.) Ar linjerna parallella? Den parametriska ekvationen till linjen [, 4r:

r = t
l12 Yy = 1—-t
z = 2t

Man ser att linjdrna inte #r parallella fora att deras riktningsvektorer: v1 = (1,—1,2),v3 =
(=1, -1, —1) inte dr parallella (multipel).
Svar: Nej



(b) (2 p.) Skér linjerna varandra? Linjen /5 har ekvationen:

Lol T = z
2 ly = -1

Linjerna skér varandra om systemet:

T = z
Y = x—1

r+y = 1

20 —z = 0

iar 16serbar. Men man ser att systemet saknar 16sningar.
Svar: Nej

(¢) (2 p.) Skriv ekvationen till planet 7, som innehaller linjen [y och &r parallell till linjen [5.
En normalvektorn, 72, till 7 ska vara ortogonal mot v7, v5 och da &r 77 parallell till v1 X v3.

U1 X U3 = (3,—1,-2)

Ekvationen till 7 dr 3x — y — 2z + D = 0 for ndgot D € R. Eftersom 7 innehaller /; och
(0,1,0) € 1y, ska (0,1,0) € m,och =1+ D = 0, som ger D = 1.
Svar:m: 3z —y —2z+1=0.

3. Betrakta f6ljande matris:

(a) (2 p.) Bestim egenvektorerna till A. Den karakteristiska ekvationen r p4(\) = (A2 — 3)(2 —
\) = 0 som ger att egenvirdena till A ir A = 2, v/3.—+/3. Egenrummet FEj till A = 2 definieras
av systemet:

—2x+z = 0
3r—2z = 0
som ger Es = Span(0, 1,0). Egenrummet v3 tllA = \/3 definieras av systemet:
—V3Bx+z = 0
2-V3y = 0
3z — \/gz =0
som ger E\/g = Span(1,0, \/3) Egenrummet Ef\/g till A = —+/3 definieras av systemet:
\/gx +z =0
2+V3)y = 0
3x+vV3z = 0

som ger E 5 = Span(1,0, —/3).
Svar: Egenvektorerna ir vektorerna som ligger pa Span(0, 1,0)USpan(1, 0, v/3)USpan(1,0, —/3)
(unionen av tre linjer).

) (1p) Ar A diagonaliserbar? A &r diagonaliserbar aftersom A har tre distinkta egenvérden.
(c) (2 p.) Bestim A'°. Observera att

300
A2=1 0 4 0
0 0 3



och da ar:
3% 0 0
AlO — (A2)5 — 0 45 0
0 0 3°

DEL 1II, 15 poéng totalt

4. Betrakta mingden av komplexa tal C som ett vektor rum 6ver R. Lat F' : C — C vara avbildningen
definierat av F'(z) = z + Z.

(a) (2 p.) Visa att F' dr en linjdr avbildning. Lét 21,20 € C, F(21 + 22) = 21 + 20 + 21 + 22 =
Latk € R,z € C, F(kz) = kz + kz = kz + kZ = kF (2). Detta visar att F’ &r linjir.

(b) 2 p.) Bestim Ker(F). Ker(F) ={z =a+if € C,F(z) =0} = {a+if € C,z =
a+if=—-%Z=—a+1if}ochdair:

Ker(F)={z=a+if€C,a=0}

(c) (1p.) Ar F en isomorfi? Observera att Ker(F) = Span(i) = Span((0,1)) C R? som visar
att dim(Ker(F) = 1. Det foljer att rang(F') =2 — 1 = 1 och att F inte dr en isomorfi.

5. Betrakta foljande system, diar A\, p € R :

Az + Ay = u
A = U
e+ y — (A+pz = p

(a) (2 p.) For vilka A\, ;1 € R har systemet en entydig 16sning? Koefficientmatrisen associerad till
systemet ar:

A A 0
A= X 1 0
Al =A—p

Vi ser att det(A) = —(A 4+ p)A(1 — N). Det foljer att systemet har en entydig 16sning om och
endast om A\ # —p och A # 0 och A # 1.

(b) (3 p) Satt u = 0. Bestdm for vilka A € R har systemet ett lsningsrum av dimension 2. Om
1 = 0 da har systemet o#ndligt manga losningar om A = 0 eller A = 1.
Om A = 0 da 4r 16sningsrummet lika med Span((1,0,0), (0,0, 1)), som har dimension 2.
Om A = 1 d4 dr 1osningsrummet lika med Span((1,—1,0)), som har dimension 1.
Svar: systemet har ett I6sningsrum av dimension 2 bara om A = 0.

6. Betrakta rummet R® med den standardskalidrprodukt.

(a) (3p.) Bestim for vilka a € R finns det en vektor 7 € R? sddan att ||7]| = a och projiy (¥) =
(1,3,0), ddr U dr xy-planet , dvs planet z = 0. Lat & = (z,y, z). Eftersom {(1,0,0), (0,1,0)
utgor en ON bas till U ar

proju(v) =< (z,y,%),(1,0,0) > (1,0,0)+ < (z,y,2),(0,1,0) > (0,1,0) = (z,y,0) = (1,3,0).
Latda 7 = (1,3, 2). Likhet ||#]| = a ger v/10 + 22 = a. Fran ekvationen 22 = a? — 10 s&
foljer det att:

e Om 0 < a < /10 da finns det ingen vektor ¥.

e om a = /10 da finns det en vektor 7 = (1, 3,0).
e om a > /10 da finns det tva vektorer ¥7 = (1,3,va? — 10), 7> = (1,3, —va? — 10).



(b)

(2p.) Bestim om det finns ett ¢ och en motsvarande vektor ¢ sddant att vinkeln mellan projy (¥)
och @ dr lika med 5.

L&t # vara vinkeln mellan projy (¥) och o.
< v (V) >
cos(f) = —jj’pmﬂ.](v_), .
|5][llproju (9)]]

Det foljer att man ska bestimma for vilka a dr 10 =< @, projy (v) >= av/ 10%. Detta giller

for a = 2v/10.

DEL III
10 poing totalt

7. (5p.) I tillimpningar inom statistik forekommer stokastiska matriser. Det dr kvadratiska matriser
dir elementen i matrisen dr sannolikheter och dérfor ligger i intervallet [0, 1] och ddr summan av
elementen i varje kolonn ir lika med 1.

()

(b)

Visa att produkten av tva stokastiska matriser av samma storlek dr en stokatisk matris.
Lit A = (ai;), B = (b;;) vara tva stokastiska matriser. Betrakta matriser AB = (3, arbs;).
Da dr

o > i, aibg; > 0eftersom a;, > 0,b,; > 0,k =1,...,n.

o > i aibr; <D p_ by =leftersomay <1,k=1,...,n.

Summan av elementen i kolonn j ges av
Z(Z aikbr; = blj(z ap1) + bgj(z ai2) + ...+ bnﬂ(z am) = Z bi; =1,
i=1 k 1 1 1 i=1

eftersom Y a;; =1forj=1,...,n.

Visa att varje stokastik matris har ett egenvirde som ar 1. Lat A = (a;;) vara en stokastisk
matris.

aj] — 1 ai2 QA1n Rl
AT, = a1 azp —1 ... a2q, _| R
an1 ana cer Qpp — 1 R,
-1 -1
Rl""‘---rnfl:( 711 alj—l)—i——i—( ;L anj—l):—aln—...—ann:Rn.

Det foljer att det(A — I,,) = 0 som visar att A = 1 &r en rot till den karakterstiska polynomet
det(A — \I,) = 0.

8. (5 p.) Lat (V,<>) vara ett enligtdimensionellt euklidiskt rum. Lat F' : V' — V vara en linjér

=

avbildning sddan att || F(7)|| = ||(v)|| for alla ¥ € V.

(a)

Visa att < F(@), F(¥) >=< 4,7 > foralla@,v € V.
@+ 0)|* =< @+ T,d + T >=||a]|* + ||7]]* + 2 < @7 > .
l@ +9l]* = ||F (@ + 9)|]” = [|F(a@) + F(©)|]”
Detta ger:
1@l + 1911 + 2 < @, >= [|[F@)||* + || F(9)||* + 2 < F(a@), F(7) >

och da < F(w), F(0) >=< 4,7 > .



(b) Visa att om U C V ir ett delrum till V s&dan att F'(@) € U for alla @ € U da géller det att
F(¥) e Ut forallav € U+L.
Observera att F'(7) = 0 ger || F(@)|| = ||0]| = 0 och da ¥ = 0. Detta betyder att Ker(F) = {0
och att F' ir en isomorfi. Lat U C V vara ett delrum till V' sadan att F/(7) € U for alla
@ € U, dvs F(U) C U. Eftersom F ir injektiv &r U C F(U) som betyder att F(U) = U
ochdd Ut = F(U)*.Om ¢ € U, dddr < ¢, >= 0 for alla u € U. Det foljer att
< F(@0), F(¥) >=< i, 7 >= 0 for allau € U som visar att F(7) € F(U)t =U".



