Matematiska Institutionen

KTH

Losningar till nagra évningar infor lappskrivning nummer 5 pa kursen linjir algebra

II for D,

SF1604, vt 10.

1. For en linjir avbildning A : R® — R? giller att A(1,0,0) = (1,2,1), A(0,1,0) = (2,-1,2)
och A(0,0,1) = (1,1,1).

(a)

Bestédm avbildningens matris relativt standardbasen.

Losning: Kolonnerna i avbildningens matris ges av bilden av basvektorerna. Alltsa blir
avbildningens matris

1 2 1
A= 2 -1 1
1 2 1
Bestdm A(2,1,0).
Losning: A(2,1,0) = A(2(1,0,0) + (0,1,0)) = 2A4(1,0,0) + A(0,1,0) = (2,4,2) +
(2,-1,2) = (4,3,4).

Bestiam A:s nollrum, med andra ord avbildningens kérna.

Losning: Nollrummet ges av de T = (21,22, x3) i R3 sadana att AZ = 0 eller ekvivalent

1 2 1 X1 0
AT = 2 -1 1 zo | =1 0
1 21 x3 0

Detta ger ett homogent linjart ekvationssystem, som kan 16sas t ex med Gauss elimina-
tion. Efter lite raknande med elementéra radoperationer far vi till slut 16sningsméngden

(x1,22,23) =1(3,1,—5) ¢ reellt tal.

Alltsa nollrummet ar span{(3,1, —5)}.
Bestdm A:s bildrum.

Losning: Vi vet att A:s bildrummet &r lika med matrisen A:s kolonnrum. Da dimen-
sionen av nollrummet plus dimensionen av kolonnrummet till en matris ar lika med
antalet kolonner sa far vi att dimensionen av kolonnrummet &r 2. Da kolonn 1 och
kolonn 2 i det 2-dimensionella kolonnrummet &r linjért oberoende sa bildar de en bas
for detta rum. Saledes dr A:s bildrum lika med span{(1,2,1), (2, —1,2)}.

Givet basen f; = (1,1,1), fo = (1,1,—1) och f3 = (1,—1,0). Bestim avbildningens
matris relativt denna bas.

Losning: Omvandling av koordinaterna for en vektor i f-systemet till koordinater for
samma vektor i e-systemet ges av multiplikation med matrisen



och omvandling fran e-systemet till f-systemet ges av multiplikation med inversen till

denna matris dvs

1
S==
4

1 2
1 -2
-2 0

Vi far nu avbildningens matris i bassystemet f genom

1 1 1 2 1
SAT = 1 1 1 -2 2
2 =2 0 1

2 1
-1 1

2

1 1
1 1
1 -1

1 L[ 14 6 0
1 l=71 2 2 4
0 4 4 -8

2. Lat A beteckna den linjira avbildning fran R? till R3 som bestar av forst en spegling i planet
21 + x9 — 2x3 = 0 och dérefter en projektion pa planet 2x; 4+ xo + 2x3 = 0.

(a) Bestdm matrisen for denna linjéira avbildning relativt standardbasen.

Losning: Lat S beteckna speglingen och P projektionen och lat S respektive P be-
teckna dessa linjiara avbildningars matriser relativt standardbasen. Den sokta matrisen
blir da matrisen PS. Vi s6ker nu matrisen S.

En normalvektor till spegeln dr t ex n = (1,1,—2) och tva vektorer spegeln &r t ex
@ = (1,-1,0) och o = (2,0,1). Vid spegling géller Sii = —7 Och S@ = @ och Sv = ©.
Martins metod ger

1 1 -2|-1 -1 2 2 0 —-2|0 -2 2
1 -1 0 1 -1 0 |~ 1 -1 0|1 =1 0 |~
2 0 1 2 0 1 2 0 112 0 1
1 0 -1|]0 -1 1 3 0 012 -1 2
1 -1 0|1 -1 0 |~ 1 -1 0|1 -1 0 |~
2 0 112 0 1 2 0 1]2 0 1
1 0 0[2/3 -1/3 2/3 1 0 0 2/3 -1/3 2/3
0 -1 0|1/3 -2/3 -2/3 | ~| 0 1 0]|-1/3 2/3 2/3
0 0 1]2/3 2/3 —1/3 0 0 1 2/3 2/3 —1/3
Matrisen S blir alltsa
2/3 —-1/3 2/3
S = -1/3 2/3 2/3
2/3 2/3 —-1/3

Projektionsplanets normal dr 7 = (2,1,2) och tva vektorer paralella med planet dr t
ex @ = (1,0,—1) och o = (1,—2,0). Det giller att Pi = 0 och Pu = @ och Pv = .
Martins metod ger da matrisen P

2 1 2/0 0 0 4 1 0]2 0 -2
1 0 —1[1 0 -1 |~ 1 0 =11 0 -1 |~
1 -2 01 -2 0 1 -2 0[1 -2 0
41 0]2 0 -2 41 0] 2 0 -2
10 -1/1 0 -1 |~[10 1] 1 0 -1 |~
9 0 0[5 —2 —4 10 0[59 —2/9 —4/9
01 0]-2/9 8/9 —2/9 10 0| 59 —2/9 —4/9
00 —1| 4/9 2/9 -5/9 | ~| 0 1 0|-2/9 8/9 —2/9
10 0f 5/9 —2/9 —4/9 00 1|-4/9 —2/9 5/9



Svar:
L 5 -2 4\ [ 2 -1 2 . 2 —17 10
PS—c| 2 8 2|z -1 2 2|-—|-16 1 u
I\ 4 2 5 2 2 -1 410 -17

(b) Bestidm avbildningens bildrum och nollrum.

Loésning: Nollrummet far man genom att 16sa homogena ekvationssytemet PSz7 = 07
med Gausselimination, sa efter lite rikningar finner man att nollrummet dr span{(7,4,4)}

Bildrummet blir det plan pa vilket vektorerna projiceras, dvs 2x; + x2 + 2x3 = 0.

3. Om den linjira avbildningen A vet man att A(1,2,—1) = (2,2,1), A(0,1,3) = (2,1,1) och
A(1,1,1) = (1,1,0). Bestém den inversa avbildningens matris relativt standardbasen.

L&sning: Vi anvinder Martins metod

- A —-|- AL - - Ale, — |- & -
- fo == Afs - ~ elem. radop ~ — Aley — |- & —
- fs == Afs - - A'es — |- & -
Vi far
1 2 112 2 1 -1 0 =3|0 0 1 -1 0 =3|]0 0 1
01 3|12 1 1 ~ -1 0 211 0 1 ~ 0 0 51 0 0 | ~
1 1 11 1 0 11 111 1 0 11 111 1 0
-1 0 -3|0 0 1 00 5|1 00
0 0 51 0 0 | ~ 11 —4|0 1 0
1 1 —-4|0 1 0 -1 0 =3|]0 0 1

Svar: Inversa avbildningens matris relativt standardbasen blir

0 1 -1
0 1 0
5 —4 -3

4. Visa att avbildningen A fran R? till R? definierad genom
A(wy,m2,23) = (w1 + 22,22 + 23,1 + 23+ 11) (1,22, 73) € R’
inte &r linjér.

Losning: For varje linjar avbildning géller att A0 = 0. For den givna avbildningen har vi
A(0,0,0) = (0,0,1) # (0,0,0) och alltsa kan den inte vara linjér.

5. Lat Ps3 beteckna det vektorrum som bestar av polynom av grad hogst tre. Derivering dr en
linjdr avbildning D pa detta rum. Bestdm avbildningen D’s matris relativt basen 1, ¢, t2 och
t3.

L&sning: Vi finner att
D1=0=0-140-t+0-t>40-t>.
Dt=1=1-140-t4+0-t>+0-¢.
D?=2t=0-142-t+0-t240-¢3.



7.

D3 =32=0-1+0-t+3-t24+0- 1.

S& matrisen blir

o o oo
S o o
o o N o
o w o o

. Lat 79 vara en fix vektor i vanliga tredimensionella rummet och definiera en avbildning

genom att

Au = Vg X U .
Visa att avbildningen &r linjér och bestdm avbildningens matris relativt standardbasen om
o = (1,1,1).

Losning: Réknelagarna for vektorprodukt ger
ANt + pd) = g X (A + pv) = AMUg x @) + (o x 0) = NA(a) + nA(D) .
Vi finner enligt formeln fér berékning av vektorprodukt
A(1,0,0) =(1,1,1) x (1,0,0) = (0,1,-1) ,

A(0,1,0) =(1,1,1) x (0,1,0) = (-1,0,1) ,
och
A(0,0,1) =(1,1,1) x (0,0,1) = (1,-1,0) .

Sa avbildningens matris relativt standardbasen blir alltsa

0 -1 1
1 0 -1
-1 1 0

(a) Konstruera en linjir avbildning A fran R* till R* sidan att A:s bildrum har dimension
2 och A o A avbildar alla vektorer pa nollvektorn.

Losning: Lat €y, €, €3 och &4 utgora en bas for R* (vilken bas som helst, spelar ingen
roll.) Definiera A genom

Aey = 6, Aéy = 6, Aez = €1, Aéy=éy

och
A\ + ...+ Mgéq) = MAe + ...+ M Aey.
Da blir A en linjar avbildning och

AcA(Ne1+. ..+ 84) = AN Aer+. . .+ 1Aey) = A(Nze1+\a82) = AzAer+ g Aes = 0.
(b) Visa att detta dr oméjligt om A &r en linjéir avbildning fran R? till R3.
Lésning: Om Ao A = 0 sa giller for varje T = (x1,x2, x3) att
A(AzT) =0.
Detta innebér att varje kolonn AZ” tillhor A:s nollrum. Men méngden av alla kolonner

AzT utgér bildrummet som har dimension 2, som alltsa inte kan ligga i nollrummet
eftersom detta har dimension 1.



