Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till nadgra 6vningar pa egenvirden och egenvektorer till kursen linjér algebra
SF1604 for D, vt 10.

1. Bestdm egenvirden och tillhérande egenvektorer for matriserna

1 2 1 0 1 -1 11 -2 0
A= 2 9 2|, B= 1 2 -1 |, c=| -2 14 0
1 2 1 ~1 -1 0 0 00

Lésning Egenvirdena till matrisen A utgdres av rotterna till ekvationen det(A — AI) = 0.

Vi far:
11—\ 2 1 -\ 0 A -1 0 1
0= 29—\ 2= 2 9-2) 2/=XN 2 9-\ 2 |=
1 2 1-)\ 1 2 1-2X 1 2 1-A
~1 0 0
N 2 9-2) 4 1= AM=D((9 =N (2= A) —8) = A(—=1)(A\2 — 11X + 10)
1 2 2-)\

Denna ekvation har rétterna 0, 1 och 10. Egenvektorer horande till egenvérdet A &dr 16sningarna
till systemet

1—-A 2 1 1 0
2 9-X 2 z2 | =10
1 2 1-X T3 0

Foér A = 0 har systemet losningen (x1,x9,23) = ¢(1,0,—1), for A = 1 far vi med hjilp

av Gausselimination 1sningen (z1,22,23) = t(2,—1,2) och for A = 10 far vi 16sningen
(21,2, 23) = t(1,4,1). Egenvektorerna ir alltsa av de sa kallade egenrummen Ey = span{(1,0,—1)},
Ey = span{(2,-1,2)} och Eyg = span{(1,4,1)}.

Med liknande kalkyler finner vi att matrisen B har egenrummen E_; = span{(1,0,1)},

Ey = span{(—1,1,1)} och E3 = span{(1,2,—1)}, samt att matrisen C' har egenrummen

Ey = span{(0,0,1)}, E1o = span{(2,1,0)} och Eq5 = span{(1,—2,0)}

2. Gor en s.k. ortogonal diagonalisering av matrisen

7 4 4
4 1 -8
4 -8 1

Losning: Vi bestdammer forst matrisens egenvirden:

7T—A 4 4 7T—A 4 0 T—A 4 0
0= 4 1-X -8 |= 4 1-X =9+ [=(09-)N) 4 1-X —-1|=
4 -8 1-2A 4 -8 9—-A 4 -8 1

= (9= N[(7=N(=7—=X) —32] = (9 - \)[\* —81]
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ger egenvirdena A = 9 (dubbelrot) och A = —9. Egenvektorer hérande till egenvirdet A =9
blir, med liknande kalkyler som de i uppgift 1, (x1,z2,z3) = t(—1,2,2). Nir vi beréknar
egenvektorer horande till egenvirdet A = —9 skall vi 16sa ekvationen

—x1 + 220 + 223 =0,

som ju har lésningsméingden (z1,zs,z3) = t(2,1,0) + s(2,0,1).

For att genomfora den ortogonala diagonaliseringen behover vi en ON-bas av egenvektorer.
Men egenrummet FEg ligger ortogonalt mot egenrummet E_g, sa varje vektor ortogonal
mot (—1,2,2), dvs ortogonal mot E_g, kommer att tillhéra egenrummet Fg och vara en
egenvektor horande till egenvéirdet A = —9.

Vi normerar nu vektorn (—1,2,2) och far vektorn e; = %(—1,2,2) som #r en egenvektor
horande till egenvirdet A = —9.

Som egenvektorer horande till egenvirdet A = 9 kan vi vilja vilka vektorer som helst som ér
ortogonala mot e;. De tillhor ju ortogonala komplementet till E_9, vilket ju dr egenrummet
FEy. Vi viljer, bl a for att fa ”14tta” siffror eg = %(2, —1,2) och e3 = %(2, 2,—1). (Vi kunde
ocksa tagit fo = (2,1,0) och f3 = (—1,2,2) x (2,1,0) och sedan normerat fo och f3, men da
hade vi fatt andra vektorer.)

Diagonaliseringen ges av att A = QDQ” dir Q:s kolonner utgéres av den funna ON-basen

och diagonalelementen i matrisen D dr egenvirdena, i samma ordning som tillhrande egen-
vektorer upptrider i matrisen D:

7 4 4 L1 22 —9001—122T
41 8 =3 9 —1 2 090 |5 2 -1 2
4 -8 1 2 2 -1 009 2 2 —1

. Bestam A™ nar
4 6
A= ( -1 -1 )

Losning Pa sedvanligtsitt, med kalkyler som i uppgift 1, bestdmms egenvirden och egen-
vektorer. Matrisen A har egenviirden 1 och 2 med tillhérande egenvektorer (2, —1) respektive

(3,—1). Med
_ 2 3 (-1 =3
P—<_1 _1> och P —< 1 2>
_ 4 6\ 1 0 1
a=( 0 4)=r(os)m
varur vi sluter att

- 1 0N g/ 1 0Ny /1 0\ .4 10\ 1
A_P< 2>P P, 2>P P(O 2>P ...P(O 2>P =

sa far vi att

0

2
B 0\" -1 1 0 ,
- < 2)p P<0 2,L>p.

OBSERVERA Eftersom matrisen inte dr symmetrisk kan vi inte goéra en s k ortogonal
diagonalisering.



4. Matrisen A har egenvektorerna (12 — 1), (21 1) och (1 0 1)7 hérande till egenviirdena
2, 3, —1 respektive. Bestim A(4 3 1)7T.

Losning: Vi skriver forst vektorn (4,3, 1) som en linjirkombination av egenvektorerna:
(47 37 1) = 2131(1, 27 _1) + l'2(2, 17 1) + 'r?)(lv Oa 1)
Man finner, efter att ha 16st systemet

x1 + 21’2 —+ T3 = 4
2£L'1 + ] = 3
—x1 + a9 4+ x3 = 1

att x1 =1, z9 = 1 och x3 = 1. Dvs
(47 3a 1) = (17 27 _1) + (2a 17 1) + (1707 1)

Vi applicerar nu matrisen A och far da:

4 1 2 1
Al 3 |=Aa( 2|+ 1]|+[0 =
1 -1 1 1
1 2 1 1 2 1 7
Al 2 |+Af 1 |+Aal o |=2 2 ]+3[1|=-1]l0]|=]|7
~1 1 1 ~1 1 1 0

5. En symmetrisk 3 x 3-matris har egenvéirdena —1, —1 och 1. En egenvektor horande till
egenvirdet 1 #r (0, —1,1)7. Bestdm matrisen A.

Lésning: Egenviirdet A = 1 &r ett nollstéiille med multipliciteten 1 till ekvationen det(A —
AI) = 0 och enligt sats 7.2.4 i laroboken har da egenrummet E; dimension 1. Saledes

Ey = span{(0,—1,1)}.

Matrisens 6vriga egenvektorer bildar enligt spektralsatsen, eftersom matrisen &r symmetrisk,
ett egenrum E_; som ligger ortogonalt mot vektorn (0,1, —1). Vektorerna (1,0, 0) och (0, 1,1)
tillhér E_; eftersom de &r ortogonala mot (0,1, —1).

( Vi kan ta vilka tva icke parallella vektorer som helst som #r ortogonala mot (0,—1,1).
Istéllet for (1,0,0) och (0,1, 1) hade vi t ex kunnat vélja (1,1,1) och (2,1,1).)

Matrisen A kan diagonaliseras enligt

—1

0 1 0 1 0 0 01 0
A=1 -1 0 1 0 -1 0 -1 0 1
1 0 1 0 0 -1 1 01

Berdkning av invers och ihopmultiplicering av matriserna ger

SVAR:
-1 0 0
0 0 -1
0 -1 0

6. Matrisen A dr symmetrisk och har bl a egenvektorerna (1,1,1) och (1,—2,—1). Bestdm
samtliga egenvektorer till matrisen A.

Losning: Da matrisen dr symmetrisk sa dr egenvektorer horande till skilda egenvirden orto-
gonala mot varandra. Egenvektorerna (1,1, 1) och (1, —2, —1) ér inte ortogonala mot varand-
ra och maste da hora till samma egenvirde och spinna upp ett egenrum av dimension 2.



Matrisen dr uppenbarligen av formatet 3 x 3 och till den hor en ortogonalbas av egenvektorer.
En tredje egenriktining €; ges av en vektor ortogonal mot de givna tva vektorerna t ex

€3 = (17 1, 1) X (17 -2, _1) = (1,2, _3)

SVAR. span{(1,1,1),(1,-2,—1)} resp span{(1,2,—-3)}



