Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Linjiir algebra II, SF1604, den 15 mars 2010 kI 14.00-
19.00.

Hjilpmedel: Inga hjdlpmedel ir tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgrinser: (Totalsumma poéng ér 40p.)

13 poidng totalt eller mer ger minst omdomet Fx
15 poing totalt eller mer ger minst betyget
20 poing totalt eller mer ger minst betyget
25 poing totalt eller mer ger minst betyget
30 poing totalt eller mer ger minst betyget
35 poéng totalt eller mer ger minst betyget

> w0 om

Bonuspoing: Bonuspoing erhallna fran lappskrivningar till kursen for D under vt10 adderas till skriv-
ningspodngen. Generellt giller att bonuspoing far anvindas vid ordinarie tentamen och vid forsta ordinarie
omtentamenstillfille for respektive sektion, vilket for sektion F liksom for sektion D #r den 5 juni i ar.

For full podng krivs korrekta och vél presenterade resonemang.

DEL1
1. Lat A beteckna matrisen
1 1 -1
A= 1 3 0
-1 0 1

Lo6s foljande matrisekvationer

1
o) Ax={ 3 ). e xa= (g1 ). 9 (ATPXAT-T,

dir I betecknar identitetsmatrisen och AT betecknar den till A transponerde matrisen.

Losning:

Vi borjar med att berdikna inversen till matrisen A.

11 -1|1 0 O 11 -1 1 00
1 3 0j{0 1 0 ~ 0 2 1{-1 1 0 ~
-1 0 110 0 1 0 1 0 1 01
1 0 -1 0 0 -1 10 0]-3 1 -3
~ 0 0 11-3 1 =2 ~ 00 1|-3 1 -2 |~
0 1 0 1 0 1 01 0 1 0 1



1 0 0|-3 1 -3
~ 0 1 0 1 0 1
0 0 1]-3 1 -2
Sainversen till A ir
-3 1 -3
A7l = 1 0 1
-3 1 =2

Vi multiplicerar med denna invers och fér foljande svar

a)
-3 1 -3 1 6
X = 1o 1 3 1= -1
-3 1 -2 —2 4
b)
X(ll 1) _i’(l)_i’ <—5 2—4)
01 —1 31 9 4 -1 3

For c) observerar vi att A dr symmetrisk och givna ekvationen kan skrivas
(A7) XA=1.
En 16sning dr da uppenbarligen X = A. Eftersom A ir inverterbar finns inga fler 16sningar.

2. Lat nu B beteckna matrisen

2 1
B ( 21 ) |
(a) (1p) Bestim samtliga egenvirden till B.

Losning: Talet )\ ir ett egenvirde till den givna matrisen om och endast om det(B — AI) = 0,
en ekvation som vi alltsd har att 16sa:

2—-A 1

0= 1 2.,

=2-AN)?—1=X—-4\+3.

Denna ekvation har rétterna A = 1 och A = 3 vilka dr matrisens egenvérden.

(b) (2p) Bestam samtliga egenvektorer till B.

Losning: Egenvektorer horande till egenvirdet A ér 19sningarna till ekvationssystemet (B —

ADx = 0.

For A = 1 far vi systemet
I + X2 = 0
I + X2 = 0

som ju har 16sningsrummet, som sédledes dr egenrummet F; bestdende av alla egenvektorer
horande till egenvirdet A\ = 1:

By =span{(1 —1)7}.
Pa samma sitt far man egenrummet Fs till

B3 =span{(11)7} .



(c) (2p) Bestdm tva olika matriser Q; och Q2 samt en diagonalmatris D, sddana att

B=Q,DQf =Q,DQJ .

(Man far en podng om man bara hittar en matris Q; som uppfyller ovanstaende likhet.)

Losning: Diagonalelementen i matrisen D dr egenvérdena till matrisen B, sa vi later

o= (5 3)

Kolonnerna i Q;, ¢ = 1,2, utgoéres av en ON-bas av egenvektorer. Vi normerar och finner
ON-baser av egenvektorer:

oL _ L 5, =
61—:&(\/5 \/ﬁ)T7 2 :l:(

Totalt finns fyra mojliga matriser:

L VB INE (VI N2
== s vz ) e e=*( v o)

3. Vid nedanstiende tre deluppgifter giller att koordinaterna #r givna relativt ett ON-system i R23.

)T

Sl
Sl

(a) (2p) Bestim ekvationen for det plan 7 som innehaller punkterna (1,1, 1), (1, —1,0) och (3, 3, 1).

Losning: Vi bestimmer forst en normalvektor till planet. Tva vektorer paralella med planet &r:
u=(1,-1,0)—(1,1,1) = (0,-2,—-1), resp v=1(3,3,1)—(1,1,1) = (2,2,0) .

En normlvektor till planet ges da av kryssprodukten av @ med :
uxv=(-2)-0—-(-1)-2,(-1)-2-0-:0,0-2—(=2)-2) =(2,—-2,4) .

Planets ekvation blir
20c—-1)—-2y—1)+4(z—1)=0,

som hyfsas till ekvationen
Svar: Planets ekvation dr x — y + 2z = 2.

(b) (1p) Avgor om punkten (5,2, 3) tillhor det plan 7 som beskrevs i uppgiften ovan.

Losning: En punkt (a, b, ¢) tillhdr planet om och endast om punktens koordinater satisfierar
planets ekvation. Vi finner:

5—2+2-3=3#2,
sa
Svar: Punkten i fraga tillhor inte planet.

(c) (2p) Ange pé parameterform en valfri linje genom punkten (2, 2,2) och som ér parallell med
det ovan angivna planet 7.

Losning: En riktningsvektor for linjen skall vara vinkelrit mot planets normal i = (1, —1,2).
Vi kan ta vektorn @ = (0, —2, —1) i deluppgift a) t ex. Parameterformen for en sokt linje skulle
kunna vara

(x,y,2) =(2,2,2) +t(0,—2,-1) .




DEL 11

4. Lét L beteckna det delrum till R*, ON-system, som spénns upp av, genereras av, vektorerna (1,1,1,1)
och (1,2,-3,1).

(a) (2p) Bestim en bas for ortogonala komplementet L= till L.

Losning: Ortogonala komplementet till givna delrummet utgores av de vektorer (21, 2, 23, 24)
vars inre produkt med alla vektorer i L blir noll, och dirfor

(1’1,$2,$3,$4)'(1,1,1,1) = 0

(z1,22,23,24) - (1,2,—-3,1) = 0
dvs
x1+x2+x3+x4:0Nx1+x2+x3+x4—0
1 + 220 — 33 + x4 = 0 To — 4dx3 = 0
som har 16sningarna x3 = t, 4 = 8, xo = 4t ochxy = —x9 — x3 — x4 = —5t — s, som vi

skriver i vektorform

(1,22, m3,74) = t(—5,4,1,0) + s(—1,0,0,1) .
Saledes

L+ = span{(—5,4,1,0),(—1,0,0,1)} .

Dé de tva generatorerna f; = (—5,4,1,0) och fo = (—1,0,0, 1) fér L inte #r linjirt beroende
utgér den en bas for L.

(b) (2p) Bestiim en ortogonalbas for L.

Lésning: Vi anviinder Gram-Schmidts metod. Lit & = fo = (—1,0,0, 1) och 14t

_ fl.él

_ 5
€ = f1—

) 5 1
e1 =(-5,4,1,0)—=(-1,0,0,1) = (—=,4,1,—=) = =(—5,8,2,-5H) .
€1 ( a)v) 2( a)v) (27772) 2( 3 Oy 4y )

€1 €1
Hyfsar siffrorna och far till exempel féljande
Svar: En ortogonalbas for L+ utgores t ex av vektorerna (—1,0,0, 1) och (—5,8,2, —5).

(c) (1p) Bestim en ON-bas for L.

Losning: Vi normerar ortogonalbasen ovan och far, da

1(=1,0,0,1)|| = /(=12 402+ 02 + 12 = V2,

och
1(=5,8,2,=5)|| = V/(=5)> + 8 + 22 + (=5)2 = V118,
att
Svar: En ON-bas for L utgores t ex av vektorerna %(—1, 0,0,1) och ﬁ(—iﬁ, 8,2, —5).

5. (5p) Utred for vilka virden pé det reella talet a som det linjdra spannet av vektorerna (1,2, 1, 2),
(2,a,2,a), (1,a,a,a) och (0,0,0,a) har dimension 0, 1, 2, 3 respektive 4.



Losning: Det linjdra spannet har dimension 4 om och endast om matrisen vars kolonner utgores av
de givna vektorerna har rang 4:

1 2 1 0
2 a a 0
1 2 a O
2 a a a

eller ekvivalent, eftersom matrisen dr en 4 x 4-matris, att determinanten nedan ir skilt fran noll, dvs

0+

N = N =
QNN
e 2 2 =
Q@ O O O

Vi utvecklar determinanten efter sista kolonnen och far

; 21 8 1 2 1 1 0 1 1
@ a =a|2 a al=al2 a—4 a|=ala—4) =ala—4)(a—1).
1 2 a 0 1
1 2 a 1 0 a
2 a a a

For alla reella tal o sddana att « inte dr nagot av talen 0, 1 eller 4 giller att matrisen, och ddrmed det
linjdra spannet har dimension 4

Vi undersoker nu for vart och ett av dessa tre virden pa a dimensionen hos det linjdra spannet.

For a = 0 fér vi ett delrum till R* som genereras av (1,2,1,2), (2,0,2,0) och (1,0,0,0). Det &r
uppenbart att dessa vektorer &r linjart oberoended, och att dimensionen i detta fall darfor 4r tre.

For a = 1 har vi att vektorerna (1,2, 1,2), (1,1,1,1) och (0,0, 0, 1) &r linjirt oberoende. Det linjira
spannets dimension r da minst tre,men kan ju enligt ovan inte vara lika med fyra. S& dven i detta
fall, dvs @ = 1 dr dimensionen av det linjdra holjet lika med tre.

Liknande resonemang i fallet @ = 4 ger ett rum av dimension tre.
6. (5p) Visa att for varje linjédr avbildning A fran R" till R™ giller att
dim(ker(A)) < dim(ker(A?)) ,
dir ker(A) betecknar kirnan (“the kernel”) till A och A? betecknar sammansittning av A med sig

sjdlv, dvs A%(z) = A(A(Z)) eller med ett alternativt beteckningssitt A o A.

Losning: Det ricker att visa att varje vektor i ker(A) ocksa tillhor ker(A?), ty da giller att ker(A)
4r innehallet i ker(A?) och di av en dimension hogst lika med dim (ker(A2)).

Vi fér nu

TEker(A) = A(Z)=0 = A(A@@)=A40)=0 = A*@Z) =0 = 7 € ker(4?).

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dir de anvinds i 16sningen.

7. Vi betraktar ett riatvinkligt koordinatsystem i den 4-dimensionella rymden och i vilken vi har samma
lingdskala pa de fyra koordinataxlarna.



8.

(a) (1p) Visa att origo tillsammans med de tre punkterna (1,1,1,1), (2,3,0,—1) och (3,4, 1,0)
bildar de fyra hornen i en parallellogram.

Losning: Vi har att visa att de fyra sidorna &r parvis lika, dvs beskrivs av samma vektor. Lat O
beteckna origo och P, @) och R de tre 6vriga punkterna i ovan angiven ordning. Vi far

PR = (3,4,1,0) — (1,1,1,1) = (2,3,0,-1) = 0Q ,
och
QR = (3,4,1,0) — (2,3,0,-1) =(1,1,1,1) = OP.

Vilket bekriftar att fyrhorningen &r ett parallellogram.

(b) (2p) Motivera hur arean av en plan yta skulle kunna definieras och berikna arean av parallello-
grammet ovan.

Losning: Vi definierar arean som “’basen ganger hojden”. Vi finner med OP som basen att
hojden ges av vektorn

oQ-0P

h = 0Q — Projop(0Q) = (2,3,0, 1)‘@

(1,1,1,1) =

4
= (27?’30; _1) - Z(la 1,171) = (1a2,_]—7 _2) .

Sa arean blir
Svar: [|(1,1,1, 1) - [|(1,2, -1, ~2)|| = 2V/I0.

(¢) (2p) Betrakta nu den parallellepiped i den 4-dimensionella rymden vars ena sidoyta bestar av
parallellogrammet ovan, samt i vilken det gar en kant fran origo till punkten (3,2, 1, 1). Bestdm
volymen av denna parallellepiped.

Losning: Volymen definierar vi som “arean av basytan ginger hojden”. For att fi hojden h
projicerar vi vektorn (3,2, 1, 1) pa det plan 7 som spanns upp av O P och OQ. Vi far, eftersom
(1,1,1,1) och (1,2, —1, —2) utgor en ortogonalbas for 7 att h blir lika med

) 9 )

(1,1,1,1)- (1,1,1,1)

(3527171) (1 1,1 1) (3)27171) i (1’25_17_2)

3,2,1,1)—
(7 ) ) (1,2,—1,—2)(1,2,_17_2)

(17 17 1’ 1)

(17 27 _la _2)
eller forenklat

) 7 4 1
h=(3211 - 2(L111) - 5(1,2,-1,-2) = 55 (17, ~11,-7,9).

10

Denna vektor har lingden

1
||R|| = \/172 +(=7)2+92= %\/540 .
Nu far vi till slut att volymen blir

2f ¢5fo/74—3f

(a) (2p) Bestim en matris A vars determinant dr lika med noll och som &r sédan att

—_
—_
—
—_

A 3 = 1 och Al 1 = 3 . @)

Losning: Se nedan



(b) (2p) Finns det for varje reellt tal  en matris A vars determinant &r lika med r och som uppfyller
de bigge likheterna i ekvation (1) ?

Losning: Da

11
3 1 1|=-3+#£0,
—2 1

O = O

finner vi att vektorerna (1,3, —2), (1,1,1) och (0,1,0) utgdr en bas for R3. Om Vi ligger
ytterligaare foljande villkor pa matrisen A

0 0
A 1 = r
0 0

1 1 0 1 1 0
A 3 1 1 = 1 3 r
2 1 0 1 -2 0
ger
-1
1 1 0 1 1 0
A= 1 3 r . 3 1 1
1 -2 0 -2 1 0
Vi beriknar nu determinanten for A:
1 10 110\ "
det(A)=det [ 1 3 7 | -det 311 =
1 -2 0 -2 1 0
1 10 110\ "
=r-det| 1 3 1 - det, 311 =
1 -2 0 -2 1 0
110 110\ "
= —r-det 3 1 1 - det 311 =
-2 1 0 -2 1 0
110 110\ "
= —r - det( 311 |- 311 )= —rdet(I) = —r.
-2 1 0 -2 1 0

Sa alla viarden kan vi fa till determinanten av matrisen A.

(¢) (1p) Vi antar nu att koordinaterna &r givna i ett ON-system. Finns det nagon ortogonalmatris A
som uppfyller de tva likheterna i ekvation (1) ?

Losning: Nej, om A skulle vara en ortogonalmatris skulle gilla att for varje vektor @ att

lAa"]| = Jla”| .

Men uppenbarligen ér ju ||(1,1,1)]| = v/3 # V14 = (3,2, —1)|]



