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DEL I

1. I var vanliga 3-dimensionella rymd (ON-system):

(a) (1p) Bestidm lingden av vektorn (7,4, 3).

Losning ||(7,4,3)|| = V72 +42 +32 = /74

(b) (1p) Bestdm vinkeln mellan vektorerna (1, —1,1) och (2, 3,1).

Losning Da (1,—1,1)-(2,3,1) =1-2+ (—1) -3+ 1-1 = 0sa dr vinkeln 90 grader.

(c) (Ip) Bestdm (1,2,3) x (2,1,0).

Lésning (1,2,3) x (2,1,0) =(2-0-3-1,3-2—-1-0,1-1—2-2) = (=3,6,—3).

(d) (1p) Bestim ekvationen for ett plan 7 som forutom origo innehéller punkterna (1,2,3) och

(2,1,0).

Losning En normalvektor till planet ges av (1,2,3) x (2,1, 0) och som enligt féregdende del-
uppgift dr (—3, 6, —3). Planets ekvation blir d&

SVAR: —3(x — 0) + 6(y — 0) — 3(z — 0) = 0, eller hyfsat z — 2y + z = 0.

(e) (1p) Bestidm parameterformen fér en linje genom punkten (3,2, 1) och som ér parallell med

planet 7 i foregaende deluppgift.

Losning En vektor parallell med planet r t ex vektorn fran origo till punkten (1,2, 3), dvs
vektorn (1, 2, 3). Planets parameterform blir da

SVAR: (z,y, 2z) = (3,2,1) + ¢(1,2, 3), (som ju inte &r det enda svaret).



1) och 3 = (2,1, 2) utgor en bas fér R och

(a) (2p) Visa att vektorerna e 3,1, 0,
) oc 1,2) utgor en annan bas for R3.
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Loésning Tre vektorer i R3 ir en bas for R3 om och endast om determinanten, med dessa tre
vektorer som kolonner, #r skild fran noll. Vi finner att
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(b) (2p) Det finns ju en matris T sddan att om en godtycklig vektor v har koordinaterna (21,22, 23)
i basen €1, 3, €3 och koordinaterna (y1, y2,y3) i basen fi, fo, f3 sa giller

€ Y1
2 | =T | y2
x3 Y3
Bestim matrisen T.
Losning Vi finner sambandet
3 2 2 T 1 2 2 Y1
V= 1 0 1 T = 111 Y2
1 1 2 T3 1 3 2 Ys
varur vi sluter att
a1 32 2\ '/1 2 2 n
To | = 1 0 1 1 1 1 Yo
T3 1 1 2 1 3 2 Y3
Sedvanlig matrisinvertering ger
3 2 2|1 0 0 0 2 —-1|1 =3 0 00 -3|1 -1 =2
1 0 1/]01 0|~1]10 110 1 0|~ 10 110 1 0| ~
1 1 2(0 0 1 0 1 110 -1 1 0 1 110 -1 1
0 0 1]-1/3 1/3 2/3 0 0 1]-1/3 1/3 2/3
1 0 1 0 1 0O[~1]1 0O 1/3 2/3 —=2/3 | ~
0 1 1 0 -1 1 01 0 1/3 —4/3 1/3
Den sokta matrisen T blir nu
1 1 2 -2 1 2 2 1 1 -2 0
-1 1 2 1 3 2 2 5 3

(¢) (Ip) Antag att v har koordinaterna (1, —1,2) i basen €y, €2, €3. Bestiim v:s koordinater (y1, y2,y3)
i basen fl’ f29 f3'

Losning Uppenbarligen géller
v=1(3,1,1) — (2,0,1) + 2(2,1,2) = (5,3,4) = y1(1,1,1) + y2(2,1,3) + y3(2,1,2) ,



varur vi far systemet

Y1 + 2y + 2y3 = 5
yi + Yy + ys = 3
o+ 3y2 + 2y3 = 4

som litt 16ses med Gausselimination, och man far
SVAR: (y17 Y2, y3) = (17 -1, 3)
3. (5p) Visa med hjilp av ett induktionsbevis att 26® — 1 #r jamnt delbart med 7 for alla naturliga tal
n=12,3,....

Losning Pastiendet #r sant for n = 1ty 26 — 1 = 63 som ju #r delbart med 7. Vi visar nu att om 7
delar 26 — 1 s& kommer 7 att dela 26("+1) — 1. S vi forutsitter att 26" — 1 = 7k for nagot heltal k.
Vi far da

26t 1 =296m96 1 = (TE+1)2° —1=7k-20+63="7(k-2°49),
dvs talet 7 kommer att dela talet 26(*+1) — 1.

Enligt induktionsprincipen dr nu pastaendet visat forn = 1,2,3,. ...

DEL 11

4. Lat A och B vara nedanstaende matriser
1 2 3 0 3
A=1]4 5 6|, B=|3 3
7 8 9 5 3
(a) (2p) Visa att det inte finns nagon matris X sadan att

AX=B.

Losning Enklast dr kanske att ansitta en matris X:

T U
X = T2 Y2
3 Y3
Vi far da tva linjédra ekvationssystem att 16sa
Ty + 229 + 3x2z3 = 0 Y1 + 2y 4+ 3ys = 3
4r1 + bxs + 63 = 3 dy1 + Sy2 + 6y = 3
Tr1 + 8x2 + 9x3 = 5 Tyy 4+ 8y2 + 9y3 = 3
med samma koefficientmatris, sa vi kan 10sa dem simultant i en tabla
1 2 3(0 3 1 2 310 3 1 2 3 0 3
4 5 6|3 3 ~ o -3 6|3 -9 |~| 0 -3 -6 3 -9
7 8 9|5 3 0 -6 —-12|5 -—18 0 0 0| -1 0

Sa vi ser fréan sista raden att systemet &r olosbart eftersom summan av inga x1, 2 och x3 aldrig
kan bli —1.



(b) (2p) Om du byter ut elementet i en av matrisen B:s 6 positioner mot ett annat visst tal b, sa gar
ekvationen ovan att 16sa. I vilken position (i, j) skall elementet ersittas mot vilket tal b

Losning Systemet hade varit 16sbart om vi istillet hade fatt en nolla i sista raden och kolonn
nummer fyra. Detta hade intrdffat om vi t ex hade ersatt elementet 5 i rad nummer tre och
kolonn nummer 1 i matrisen B med 6.

(¢) (Ip) Du kan ta vilken som helst av de nio positionerna i matrisen A och ersitta elementet i
den positionen med ett annat tal och da kommer systemet AX = B att vara 1osbart. Motivera
varfor.

Losning Vi visar att om vi gor ett sddant byte s& kommer determinaten av matrisen A att vara
skild frin noll. Och da ir systemet 16sbart med X = A~'B.

Vi ersitter nu elmentet a;; i rad ¢ och kolonn j med elementet b = a; ;+b" ddr ¥’ # 0 och far en
ny matris A’. Vi utvecklar determinanten efter rad ¢ och far, med A;; betecknade algebraiska
komplementen i A

det(A’) = aﬂAﬂ + aizAig + aigAig + b/Aij = det(A) + b,Aij =0+ b/A,*j.

Det dr ldtt att kontrollera att samtliga nio algebraiska komplement A; ; ér skilda fran noll, och
allsd, for varje b’ # 0 sd det(A’) # 0.

5. (5p) Bestdm matrisen, relativt standardbasen, for en linjér avbildning i véar vanliga 3-dimensionella
rymd som avbildar planet med ekvationen x + y — z = 0 pa planet med ekvationen 3z +y + 2 =0
samt linjen med parameterformen (x,y,z) = #(1,1,1) pa linjen med prameterformen (z,y,z) =
t(1,2,—1).

Losning Beteckna den linjdra avbildningen med A. Linjerna gar genom origo, och avbildas da pa
varandra om linjernas riktningsvektorer avbildas pa varandra, eller mer precist om

A(1,1,1) = (1,2,-1) .
Nu kommer alla punkter pa den ena linjen att avbildas pa den andra linjen, ty
A(t(1,1,1)) = tA(1,1,1) = ¢(1,2,-1) .

P& samma siitt hanterar vi de bigge planen. Planet x + y — z = 0 har riktningsvektorerna (1,0, 1)
och (0,1, 1) och planet 3z + y + z = 0 har riktningsvektorerna (1,0, —3) och (0,1, —1) sé vi kan t
ex vilja

A(1,0,1) = (1,0,-3) , A(0,1,1) =(0,1,-1) .

Den sokta matrisen erhélls nu med hjélp av Martins metod:

11 1]1 2 -1 1 0 0|1 1 0 1 0 0|1 1 0
011/01 -1 })]~1011/01 -1 ]~01T1j0 1 -1
1 0 1]1 0 -3 1 0111 0 -3 00 1/0 -1 -3

1 0 01 1 0
~1 0 1 0|0 2 2
0 0 1/0 -1 -3

Eftersom raderna till véinster om strecket i matrisen ovan &r standardbasen, och vektorerna till hoger
om strecket dr bilderna av dessa vektorer far vi nu

SVAR: Till exempel
1 0 O
1 2 -1

0 2 =3



6. (5p) Avgor om den kvadratiska formen
222 — 2xy + y? — 2yz + 222

dr positivt definit.

Losning Vi skriver den kvadratiska formen

2 -1 0 x
2x272xy+y272yz+222:[x Y z} -1 1 -1 Y
0 -1 2 z

Tecknet pa egenvirdena till matrisen ovan avgér om matrisen &r positivt definit. Sa vi 16ser den
karaktersitiska ekvationen

2-\ -1 0 2—-\ -1 0 2-X -1 0
0=| -1 1-Xx -1 |=| =1 1-Xx -1 |=\A=2) -1 1-X -1
0 -1 2-A A-2 0 2-2) 1 0o -1
2-\ -1 0 9% —1
=A=2)] -2 1-X 0 A-2) ", 1_)\()\2)()\2?»\).

1 0 -1

Sa egenvirdena till matrisen &r 0, 2 och 3, varfor den kvadratiska formen inte dr positivt definit (den
dr positivt semidefinit).

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hianvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, €j nodvindigvis
ordagrant, dir de anvinds i 16sningen.

7. (5p) Med hjilp av kunskaper fran gymnasiets kurser Matematik A, B, C och D samt de verktyg du
har fatt med dig fran kursen i Linjér algebra, skall du bestimma de reella tal a och b som gor vérdet
av integralen nedan sa litet som mojligt:

1
/ (t3 —a — bt)%dt .
0

Losning Vi betraktar vektorrummet av funktioner kontinuerliga pé intervallet O till 1, med den inre
produkten

<ilo>= [ sgoa.
Med L
I =<1 >= [ foPae.
har vi alltsa till uppgift att bestimma a och b sd att ||t3 — (a + bt)|| blir s liten som méjligt, vilket

intréffar nir a + bt dr projektionen av ¢3 pa L = span{ 1, }. Vi soker alltsd denna projektion.
Betsammer forst en ortogonalbas for L. Later vi & = 1 och
<t[1>_ [lt-1dt 1/2 1

és =t — Proj. (t) =t — 1=t l=t—-——1=t——.
€2 I'O.]el() <1|1> foll]_dt 1 2




Nu har vi en ortogonalbas for L och finner enligt kiind formel

<Bley>_  <t3|éy>_ f01t3-1dt1 Jy 63 (t—1/2)dt
G

Proj, (t°) = —————ea1+————@e = : t—1/2
1) <eller> <éle> Jy1-1dt fol(t—l/Q)-(t—l/Q)dt( )
Vanlig integration av polynom ger nu
, 1/4 1/5—1/8 1 9 19
Proj,(t}) = <%= 14+ —L2 =" /20 (41— 1/2) = -+ —(t—1/2) = — + —t.
roj () = 7 Boiar it Y=t = 5+ 5

SVAR: a = 11/80 och b = 9/40.
8. Matriserna i denna uppgift dr samtliga kvadratiska n x n-matriser.

(a) (2p) Visa att om matrisen B har full rang, dvs rangen fér matrisen B ir n, sa giller for varje
annan matris A att matriserna AB och BA har samma rang.

Losning Nollrummet till matrisen AB bestér av de vektorer Z i R” sidana att Bz tillhor
nollrummet till matrisen A. Om B har full rang kommer nollrummet till AB da att ha samma
dimension som nollrummet till matrisen A. Enligt dimensionssatsen sa har dd matriserna A
och AB att ha samma rang.

Kolonnrummet till matrisen BA bestir av vektorerna By dir ¢ tillhor kolonnrummet till
matrisen A. Eftersom B har full rang, och inte "slicker ut nagra dimensioner” kommer dimen-
sionen av kolonnrummet till matrisen B A att vara lika med dimensionen hos kolonnrummet
till matrisen A. Enligt dimensionssatsen har da matriserna BA och A samma rang.

Eftersom tydligen matriserna BA och AB har samma rang som matrisen A maste alla dessa
ranger vara lika.

(b) (1p) Bestdm tva 3 x 3-matriser A och B siddana att matriserna AB och BA har olika rang.

Losning Lat

1 00 0 00
B=|0120 , A=[11 00
0 0 0 0 10
Da giller
1 00 0 0 0 0
BA=|( 01 0 1 00 |]=11020
0 0 0 01 0 0 0 0
som har rang 1, och
0 00 1 00 0 0 0
AB=( 1 0 0 01 0)=(1200
010 0 0 0 01 0

som har rangen 2.

(c) (2p) Givet en godtycklig matris B. Karaktirisera de matriser A som #r sadana att rangen for
matrisen AB ér lika med rangen for matrisen BA.

Losning: For en godtycklig n x n-matris C 1at N (C) beteckna matrisens nollrum och R(C)
beteckna matrisens kolonnrum, dvs mingden av alla vektorer 7 = CzT dir Z tillhér R™. Vi
vet att matrisen C:s rang ér lika med dimensionen av R(C), och enligt dimensionssatsen giller
att

dim(R(C)) = n — dim(N(C)) .



Vi skall alltsa karaktirisera de matriser A sadana att
dim(N(AB)) = dim(N(BA)) .
For den skull visar vi forst for tva kvadratiska matriser C och D, vilka som helst att
dim(N(CD)) = dim(N (D)) 4+ dim(N(C) N R(D)) .

For enkelhets skull betraktar vi de linjdra avbildningar C' och D av rummet R"™ pa sig sjlvt
som kan representeras med matriserna C resp D.

Allmént géller for tva linjdra avbildningar C och D att Z tillhor nollrummet till C'D om D(Z)
tillhor C':s nollrum.

Lit nu f1, f, ..., fi vara en bas for snittet av C':s nollrum och D:s bildrum, och lat ey, e, ...,
€y vara sidana att D(e;) = f;, fori = 1,2,... k. Eftersom vektorerna fi, fo, ..., fi dr linjdrt
oberoende kommer ocksa vektorerna €1, és, ..., € att vara linjért oberoende, eftersom

MNeép+ -+ e =0 = 0=D0)=DM\e+ - +Xer)=Mf1+ -+ \fr-

Vi utvidgar nu dessa vektorer till en bas for R™ genom att ldgga till vektorer, forst med eg 1, ...,
€; som utgor en bas for nollrummet till D och sedan med é;1, ..., €, sa att alla dessa vektorer
bildar en bas for R”.

Betrakta nu en vektor T = x1€1 + x2€2 + - - - + T, €,. Da giller att

CD(z) = x1CD(&1) + x2CD(&3) + - -+ 2,CD(&y,) = 2441CD(&141) + - - +x,CD(E,) .

Men vektorerna CD(é;41), CD(ét42), ..., CD(€,) ér linjdrt oberoende, (ty om
0=MX11CD(E41) + M12CD(Er12) + -+ X\CD(ey) ,

sa skulle B
0= CD(At18t41 + Aeg28e 42 + -+ + Anéy)

och da skulle A¢11€¢41+Atr2€t42+- - -+ A, €y tillhora D:s nollrum och vore da en linjdrkombination
av vektorerna €y 1, ..., &, vilket strider mot att €y, €, ..., €, utgor en bas for R™.) Sa

CD(z)=0 = ;=0 for i=t+1,t+2,...,n,

eller ekvivalent
N(CD) = Span{ey, ..., €k, Ext1,---+Ct}

varur foljer att
dim(N(CD)) = dim(N (D)) + dim(N(C) N R(D)) ,

eftersom dim(N(C) N R(D)) = k och dim(N (D)) =t — k.
Ur ovanstaende likhet far vi nu att rangen for matriserna AB och BA ir lika om

dim(N(B)) + dim(N(A) N R(B)) = dim(N(A)) + dim(N(B) N R(A))



