Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra II, SF1604, den 17 april 2010 kI 09.00-
14.00.

DEL I

1. En triangel i den tredimensionella rymden har sina horn i punkterna (1, 1,1), (2,4, 3) och (3,4, 1)
(ON-system).

(a) (2p) Bestdm ldngden av triangels samtliga sidor.

Losning: Triangelns sidor dr (2,4,3) — (1,1,1) = (1,3,2), (3,4,1) — (1,1,1) = (2,3,0)
samt (2,4,3) — (3,4,1) = (-1, 0, 2). Lingden av en vektor (z,y, z) dr

(2,9, )|l = Va2 + 42 + 22,

och vi far da
1(1,3,2)[[ = V14, I(2.3,0)]|= V13,  [I(-1,0,2)[| = V5.
(b) (2p) Bestdm arean av triangeln.

Losning: Arean av det parallellogram som spanns upp av tva vektorer w och v #r lika med
||@ x v||. Formeln for berikning av kryssprodukt ger nu att triangelns area blir

1 1 1
311(2:3,0) x (=1,0,2)[[ = 5 I(6,—4,3)|| = 5 V61 .

(¢) (1p) Avgor om triangeln &r en rdtvinklig triangel, dvs om ndgon av vinklarna i triangeln &r 90°.

Losning: Om triangeln vore rétvinklig skulle dessa area vara lika med hilften av produkten av
lingderna av de sidor som bildar riit vinkel med varandra. Men tva av talen v/14, v/13 och V5
gar inte att multiplicera till v/61. Sa triangeln kan inte vara rétvinklig.

2. Betrakta ekvationssystemet

r1 + 2z — x3 = 0
2¢1 + 3x2 + 223 = 0
2:61 + 5£E2 — ars = 0

(a) (2p) Bestdm ett virde pa talet a for vilket ekvationssystemet ovan har odndligt méanga 16sningar.

Losning: Vi utfor Gauss elimination och riknar i tabla-form

1 2 -110 1 2 —11]0 1 2 —11]0
2 3 210 |~ 0 —1 410 |~ 0 -1 410
2 5 —a|0 0 1 —a+2|0 0 0 —a+6]|0

Det finns odndligt manga I9sningar niar —a + 6 = 0, dvs a = 6.



(b) (1p) Ange samtliga 1osningar till systemet for det virde pa talet « som du fann i deluppgiften
ovan.

Losning: Vi fortsitter med Gauss-Jordan i tablarikningarna ovan:
1 2 —-110 10 710
~1 0 -1 4]0 |~ 01 —410
0 0 010 0 0 0|0
Till vilket virde ¢ vi 4n véljer till x3, dvs 3 = ¢, hittar vi nu en 16sning till systemet ovan
niamligen

1'1:7715 £C2:4t,

sa
SVAR: (l‘l, T2, 1‘3) = t(—7, 4, 1).

(c) (2p) Finns det nagot virde pa det reella talet b for vilket systemet nedan har ozndligt manga
16sningar

bﬂ?l - To = 0
r1 -+ bLL‘Q = 0

Losning: Det homogena systemet har odndligt manga l6sningar precis da determinanten av
systemets koefficientmatris &r lika med noll. Vi finner att

b -1
1 b

=b+1.
Det finns inget reellt tal b som gor detta uttryck till noll. Sa
SVAR: Ne;j.

3. For den linjdra avbildningen A frén R? till R® gilleratt A(1,1,1) = (1,2, -1), A(0,2,1) = (2,1,2)
och A(1,2,2) = (0,3, —4).

(a) (2p) Bestdm avbildningens matris relativt standardbasen.

Losning: Vi anvinder den sk Martins metod, och ridknar da enligt nedan:

1 1 1|1 2 -1 1 1 1 1 2 -1 1 0 0 2 1 2
0o 2 1121 2 |~10 21 21 2|~ 010 3 0 5
1 2 2/]0 3 —4 01 1|/-1 1 -3 01 1/-1 1 -3
och till slut tablan

1 0 0 21 2

01 0 3 0 5

0 0 1|—-4 1 -8

ur vilken bilden av standardbasen framgar sa avbildningens matris relativt standardbasen blir

2 3
1 0 1
2 5 =8



(b) (1p) Bestam A(2,1,1).

Losning: Vi multiplicerar vektorn med matrisen ovan

2 3 -4 2 3
1 0 1 1 =13
2 5 =8 1 1

S8 A(2,1,1) = (3,3, 1).

(c) (1p) Bestam avbildningens kirna.

Losning: Vi anvinder Martins metod dven for detta. Utfor vi Gausselimination till hoger finner

vi
11 11 2 -1 11 1)1 2 -1
0 2 1|2 1 2 |~ -2 0 -1|0 -3 4 |~
1 2 2]0 3 —4 1 2 210 3 —4

11 1)1 2 -1
-2 0 -1]0 =3 4
-1 2 110 0 0

Sé bildrummet spénns upp av vektorerna (1,2, —1) och (0, —3,4) och har dimension 2, varur,
enligt dimensionssatsen, foljer att kdarnan har dimension 1. Ur tablan framgar att vektorn
(—1,2,1) avbildas pé nollvektorn, och dirmed, di kdrnans dimension &r tv4, blir (—1,2,1) en
bas for kirnan, sd ker(A) = span{(—1,2,1)}.

(d) (1p) Finns det nigon vektor i R® sddan att A(Z) # ¢ for alla Z i R3.
Loésning: Ja, bildrummet har ju dimension 2, och dr ddrmed ett “dkta” delrum till det 3-

dimensionella rummet R3, och da finns det ju vektorer som inte tillhor bildrummet, tex varje g
som inte tillhér span{(1,2, —1), (0,—-3,4)}.

DEL II

4. Lét L beteckna det delrum till R* som spénns upp av (genereras av) vektorerna (0, 1,1, 1), (1,0,2,1)
och (0,0, 1,1) (ON-system)

(a) (3p) Bestim projektionen av vektorn (1,1,1,1) pa L.

) ) )

(b) (2p).Bestdm projektionen av (1,1, 1,1) pa ortogonala komplementet till L.

Losning: Vi 16ser forst uppgift b). Ortogonala komplementet till L utgors av losningarna till ekva-

tionssystemet
10 2 110 1 00 —-1|0
01 1 1|0 ~ 01 0 0]0
0 01 1|0 0 0 1 110
som ju &r

(Ila $2,$3,x4) = t(la Oa 717 1) )
sa vi far

L+ = span{(1,0,—1,1)} .



5.

Projektionen av den givna vektorn pi L= blir da enligt projektionsformeln

, (1,1,1,1) - (1,0,—1,1) 1
Proj; . ((1,1,1,1)) = G011 0. 1)(1,0,—1,1) =5(L0.-11).

Nu ir det sa att varje vektor w, pa ett unikt sitt, kan skrivas som en summa av en vektor o € L och
en vektor v € L*, dir @ resp © #r vektorn w’s projektion pa L resp L*:

(17 1a 17 1) = PrOjL(lv 1a 17 1) + ProjLL(lv la 17 1) .

Eftersom vi nu kinner projektionen av (1,1,1,1) pa L sa far vi nu projektionen pé L, som:
. 1 1
PrOJL((la 1; 17 1)) = (17 1; 17 1) - g(la O? _L 1) = 5(25 3747 2)
(a) (3p) Undersok om den kvadratiska formen

Q(21, T2, x3) = 427 4 222 + 3x§ —4x1x3 — 4dwoms

ir positivt definit.

Losning: Vi skriver den kvadratiska formen med hjilp av en symmetrisk matris A:

T 4 0 =2 T
( r1 T2 I3 )A To = ( r1 T I3 ) 0 2 =2 X9
xs3 -2 =2 3 T3

Enligt kiind sats dr den kvadratiska formen positivt definit om och endast om samtliga egenvérden
till matrisen A dr positiva. Vi vet att egenvirdena ér nollstéllen till ekvationen det(A —AI) = 0.

4-Xx 0 -2
0 2-X -2 |=@4-2X
—2 -2 3-2)

2—-X =2
-2 3-A

0 -2
=4 =N\ =52 +2)+4A—2) = —A3 + 927 — 18\ = —A(\? — 9\ + 18)

Elementéra 16sningsmetoder av andragradsekvationer ger att detta polynom har nollstéllena 0,
3 och 6. Eftersom ett av matrisens egenvérden dr noll, kan den kvadratiska formen inte vara
positivt definit.

(b) (2p) Visa att den kvadratiska formen
Q(z1,22,23) = 2} + m273
ir en indefinit kvadratisk form.
Losning: Eftersom t ex
Q(1,0,0)=1>0, Q0,1,-1)=-1<0,

sa antar den kvadratiska formen bade positiva och negativa virden och #r dérfor indefinit.

6. (5p) Visa med hjilp av ett induktionsbevis att talen i talféljden a,, = 2-3" +n?, dirn =0,1,2, ...,

satisfierar rekursionsekvationen
Ung1 =30, — 202 +2n +1, n=123,...,

med ag = 2.



Losning: For det forsta finner vi att 2 - 3° + 02 = 2 s4 ag = 2 vilket ju 4r som det ska.

Nu visar vi nu, for tal a,, som satisfierar rekursionsekvationen, att
an =2-3" +n? = Unp1 =2-3" 40412,
Oma, =2 3" +n?, s
3a, —2n*+2n+1=3-2-3"+3n> —2n*+2n+ 1=

=2.3"" 424 om41=2-3"" +t (n+ 1) =anyq -

Pastaendet foljer nu av induktionsprincipen.

DEL III

Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

7. (a) (1p) Antag att 3 x 3-matrisen Q #r en ortogonalmatris. Ange lingden av vektorn Q(0 3 4)7,
(ON-system).

Losning: For varje ortogonalmatris Q géller enligt sats i laroboken att

1Qz"| = llz"|l,

och alltsa
1QO 34T =1](034)7T]| =02 +32+42=V25=5.

(b) (1p) En ortogonalmatris kan ha hogst tvé olika egenvirden. Ange dessa. Motivera!

Losning: Egenvirdena till en ortogonalmatris Q &r antingen 1 eller —1, ty fran ovan far vi, for
egenvirdet ) till Q med egenvektorn z”, att

1271 = 11Qz™|| = [[]Az"]] = ]l - [lz" I,

sé |A| = 1, vilket visar vart pastiende.

(c) (3p) Ange, med motivering, samtliga symmetriska ortogonalmatriser som har egenvektorer-
na (1,1,1), (2,—1,—1) och (1,—1,0). (Podng ges efter svarets kvalitet. Om du bara ger ett
exempel pa en sadan matris som uppfyller alla givna krav far du t ex 1p.)

Losning: Enligt sats i laroboken giller for symmetriska matriser att egenvektorer som hor till
skilda egenvirden &r ortogonala. For de tre givna egenvektorerna giller att & = (2, -1, —1)
och # = (1,—1,0) inte dr ortogonala, medan w = (1,1, 1) &r ortogonal mot de bigge and-
ra. Sa vektorerna (2, —1,—1) och (1, —1,0) hor till samma egenvirde. Enligt uppgift b) kan
egenvirdena vara 1 eller —1. Det finns nu fyra fall:

Fall 1: Samtliga egenvirden #r 1 och Qu” = a”, QvT = v7 och QT = w”. D4 ir Q lika
med identitesmatrisen I, vars kolonner utgér en ON-bas, och séledes &r en ortogonalmatris.
Fall 2: Samtliga egenvirden ir —1 och Qu’ = —u”, Qv = —o7 och Quw?T = —w?. Det
ar 1att att se att matrisen —I &r lika med Q i detta fall, och dven kolonnerna i —I utgdr ju en
ON-bas.



Fall 3: 1detta fall giller Qu” = @”, QvT = o7 och Qw” = —w”. Vi bestimmer nu matrisen
Q med hjilp av Martins metod, dir vi betraktar den linjdra avbildning (3 som matrisen Q
definierar:
1 1 1/]-1 -1 -1 1 1 1/-1 -1 -1
2 -1 -1 2 -1 -1 | ~(3 00 1 -2 =2 |~
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
2 0 1|0 -2 -1 0 0 1|-2/3 -2/3 1/3
~(3 001 -2 -2 |~ 3 00 1 -2 =2
1 -1 0|1 -1 0 0 -1 0| 2/3 —-1/3 2/3
vilket ger matrisen
1 1 -2 =2
Q= 3 -2 1 -2
-2 =2 1

vilket ju dr en symmetrisk ortogonalmatris.

Fall 4: 1 detta fall giller Qu” = —ua”, QvT = =" och Qw” = w?. Vi kan nu bestimma
matrisen QQ med hjidlp av Martins metod, dér vi betraktar den linjédra avbildning ()4 som ma-
trisen Q definierar. Men vi observerar att denna linjdra avbildning #r lika med —Q)3 sa vi far
direkt matrisen

-1 2 2
Q=- 2 -1 2
2 2 -1

utan att behova anvinda Martins metod.
Vrt svar utgors alltsd av de fyra matriserna ovan:

SVAR:
1 -1 2 2 1 1 -2 =2 -1 0 0 1 0 0
a2 v o2 ) g2 2, 0o -1 o0o/|,[o 10
2 2 -1 -2 =2 1 0 0 -1 0 0 1

(a) (1p) Lat A beteckna en n x n-matris vars kolonner #r linjirt oberoende. Visa att for varje
positivt heltal m sa giller att kolonnerna i matrisen A™ ir linjirt oberoende.

Losning: Eftersom kolonnerna i A #r linjért oberoende sa dr A’s determinant r skild fran noll,
dvs r # 0. Prouktsatsen for determinanter, dvs det(CD) = det(C) det(D) ger nu

det(A™) = (det(A))™ =r" #£0.

Men att determinanten av A™ ir skild fran noll innebir att dess kolonner ir linjirt oberoende.

(b) (2p) Lét 3, €2, e3 och &4 beteckna en bas for det 4-dimensionella vektorrummet V', och lat A
beteckna den linjdra avbildning for vilken

Aer) =&, Aeg) =e3, A(és) =eq, A(és) =0.
Lat A* beteckna Ao Ao Ao---o A, (k stycken A : n). Visa att
dim(ker(A)) =1, dim(ker(A4?%)) =2, dim(ker(4%)) = 3, dim(ker(A*)) = 4.

Losning: Lat T vara en godtycklig vektori V:

T = SClél + CCQéQ + $3é3 + I4é4 .



Vi far
A(Z) = z1A(e1) + x2A(E2) + w3A(€3) + w4(E4) = T182 + T2€3 + T34 ,
sdé R(A) = span{eéy, €3, &4}, och dim(R(A)) = 3. Vidare
A%(z) = A(A(Z)) = 21A(E2) + w2 A(E3) + 13A(E4) = 2183 + T2y
s R(A?) = span{eés, &, }, och dim(R(A)) = 2. Vidare
A3(z) = A(A*(Z)) = 21 A(e3) + 22 A(E4) = 184 ,
s R(A?) = span{é,}, och dim(R(A)) = 1. Och till slut
AY(7) = A(A3(z)) = 21 A(ey) = 210 ,
sd R(A*) = {0}, och dim(R(A)) = 0. Vi anviinder nu dimensionssatsen
dim(V) = dim(ker(A4)) + dim(R(4)) ,

varur pastiendet foljer omedelbart da dim(V') = 4.

(c) (2p) Ar det sant for de linjira avblidningar A av ett n-dimensionellt vektorrum V' pa sig sjilv
som &r sadana att om

dim(ker(A)) =1, dim(ker(4?)) =2, dim(ker(A%)) =3,..., dim(ker(A""!)) =n—1,
sa giller alltid att

dim(ker(A™)) =n.

Loésning: Nej det 4r inte sant, ty definiera en linjédr avbildning genom
A(e;) = €11 for 1=1,2,...,n—1,

och A(e,) = &,. Da giller
R(A*) = span{épi1,...,én} ,

fork =1,2,...,n—1och R(A*) = span{e,} for k = n,n+ 1,.... Anvind nu dimensions-
satsen som i deluppgift b).



