Matematiska Institutionen

KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra II, SF1604 for D, den 5 juni 2010 k1 09.00-14.00.

Examinator: Olof Heden.

Hjilpmedel: Inga hjdlpmedel ir tillatna pa tentamensskrivningen.

Betygsgrinser: (Totalsumma poédng &r 40p.)

13 poing totalt eller mer ger minst omdomet  Fx

15 poing totalt eller mer ger minst betyget E

20 poing totalt eller mer ger minst betyget D

25 poing totalt eller mer ger minst betyget C

30 poéng totalt eller mer ger minst betyget B

35 poiéng totalt eller mer ger minst betyget A
Bonuspoing: Bonuspoing erhallna fran lappskrivningar till kursen for D under vt10 adderas till skriv-
ningspoédngen.
For full podng krivs korrekta och vél presenterade resonemang.
DEL I

1. I var vanliga 3-dimensionella rymd (ON-system):

(a) (1p) Bestim lédngden av vektorn (7,4, 3).

(b) (1p) Bestim vinkeln mellan vektorerna (1, —1,1) och (2,3,1).

(c) (Ip) Bestdm (1,2,3) x (2,1,0).

(d) (Ip) Bestim ekvationen for ett plan 7 som férutom origo innehdller punkterna (1,2,3) och
(2,1,0).

(e) (1p) Bestéim parameterformen fér en linje genom punkten (3,2,1) och som é&r parallell med
planet 7 i féregaende deluppgift.

(a) (2p) Visa att vektorerna &, = (3,1,1), &2 = (2,0,1) och €3 = (2, 1,2) utgor en bas for R3 och
att f1 = (1,1,1), fo = (2,1,3) och f3 = (2,1, 2) utgdr en annan bas for R3.

(b) (2p) Det finns ju en matris T sadan att om en godtycklig vektor @ har koordinaterna (x4, 2, 23)

i basen &1, &, €3 och koordinaterna (y1, y2, y3) i basen fi, fo, f3 s giller

€ Y1
2 | =T | y2
x3 Y3

Bestim matrisen T.

(¢) (Ip) Antag att v har koordinaterna (1, —1,2) i basen €y, €2, €3. Bestim v:s koordinater (y1, y2,y3)
i basen fl’ f29 f3'

3. (5p) Visa med hjilp av ett induktionsbevis att 26" — 1 #r jaimnt delbart med 7 for alla naturliga tal

n

=1,2,3,....




DEL 11

4. Lat A och B vara nedanstiende matriser

1 2 3 0 3
A=|4 56|, B=|3 3
78 9 5 3

(a) (2p) Visa att det inte finns nagon matris X sadan att

AX=B.

(b) (2p) Om du byter ut elementet i en av matrisen B:s 6 positioner mot ett annat visst tal b, sa gar
ekvationen ovan att 16sa. I vilken position (i, j) skall elementet ersittas mot vilket tal b

(¢) (1p) Du kan ta vilken som helst av de nio positionerna i matrisen A och ersitta elementet i
den positionen med ett annat tal och da kommer systemet AX = B att vara 1osbart. Motivera
varfor.

5. (5p) Bestdm matrisen, relativt standardbasen, for en linjér avbildning i var vanliga 3-dimensionella
rymd som avbildar planet med ekvationen x + y — z = 0 pa planet med ekvationen 3x +y + 2z =0
samt linjen med parameterformen (x,y, z) = t(1,1,1) pa linjen med prameterformen (z,y,z) =
t(1,2,-1).

6. (5p) Avgor om den kvadratiska formen
222 — 2xy + y? — 2yz + 222

dr positivt definit.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nédvindigvis
ordagrant, dir de anvinds i 16sningen.

7. (5p) Med hjilp av kunskaper fran gymnasiets kurser Matematik A, B, C och D samt de verktyg du
har fatt med dig fran kursen i Linjir algebra, skall du bestimma de reella tal ¢ och b som gor virdet
av integralen nedan sa litet som mojligt:

1
/ (t3 — a — bt)%dt .
0

8. Matriserna i denna uppgift 4r samtliga kvadratiska n x n-matriser.
(a) (2p) Visa att om matrisen B har full rang, dvs rangen fér matrisen B ir n, sa giller for varje
annan matris A att matriserna AB och BA har samma rang.
(b) (1p) Bestdm tva 3 x 3-matriser A och B siddana att matriserna AB och BA har olika rang.

(c) (2p) Givet en godtycklig matris B. Karaktirisera de matriser A som &r sadana att rangen for
matrisen AB ir lika med rangen for matrisen BA.



