Matematiska Institutionen
KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra I, SF1604, den 17 april 2010 k1 09.00-14.00.
Examinator: Olof Heden.
Hjilpmedel: Inga hjilpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.

Betygsgrinser: (Totalsumma poéng ér 40p.)

13 poing totalt eller mer ger minst omdomet
15 poidng totalt eller mer ger minst betyget
20 poéng totalt eller mer ger minst betyget
25 poing totalt eller mer ger minst betyget
30 poing totalt eller mer ger minst betyget
35 poing totalt eller mer ger minst betyget
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Bonuspoing: Bonuspoing erhéllna fran lappskrivningar till kursen for D under vt10 adderas till skriv-
ningspodngen, dven vid detta extra tentamenstillfille. Generellt giller att bonuspoidng far anvindas vid
ordinarie tentamen och vid forsta ordinarie omtentamenstillfille for respektive sektion, vilket for sektion F
liksom for sektion D &r den 5 juni i ar.

For full podng krivs korrekta och vil presenterade resonemang.

DEL I
1. En triangel i den tredimensionella rymden har sina horn i punkterna (1, 1,1), (2,4, 3) och (3,4, 1)
(ON-system).

(a) (2p) Bestiam ldangden av triangels samtliga sidor.
(b) (2p) Bestdam arean av triangeln.

(¢) (1p) Avgor om triangeln ér en ritvinklig triangel, dvs om nagon av vinklarna i triangeln &r 90°.

2. Betrakta ekvationssystemet

X1 + 21}2 - r3 = 0
21’1 + 3‘%2 + 21’3 = 0
2¢1 + HSx9 — axz = 0

(a) (2p) Bestdm ett virde pa talet a for vilket ekvationssystemet ovan har odndligt méanga 16sningar.

(b) (1p) Ange samtliga I6sningar till systemet for det virde pa talet a som du fann i deluppgiften
ovan.

(¢) (2p) Finns det nagot virde pa det reella talet b for vilket systemet nedan har odndligt manga
16sningar

ba:l — Xro = 0
X1 + bSEg =0
3. For den linjdra avbildningen A fran R? till R3 gilleratt A(1,1,1) = (1,2, —1), A(0,2,1) = (2,1,2)
och A(1,2,2) = (0,3, —4).

(a) (2p) Bestdm avbildningens matris relativt standardbasen.
(b) (1p) Bestam A(2,1,1).
(c) (1p) Bestdm avbildningens kérna.
(d) (1p) Finns det nigon vektor ¢ i R sidan att A(Z) # ¢ for alla Z i R>.




DEL 11

4. Lét L beteckna det delrum till R* som spénns upp av (genereras av) vektorerna (0, 1,1, 1), (1,0,2,1)
och (0,0,1,1) (ON-system)

(a) (3p) Bestim projektionen av vektorn (1,1,1,1) pa L.
(b) (2p).Bestdm projektionen av (1,1, 1,1) pa ortogonala komplementet till L.

5. (a) (3p) Undersok om den kvadratiska formen
Q(x1, T2, 3) = 423 + 223 + 322 — dw23 — 4T073

dr positivt definit.
(b) (2p) Visa att den kvadratiska formen

Q(x1,22,23) = 3?% + 2273,
ar en indefinit kvadratisk form.

6. (5p) Visa med hjilp av ett induktionsbevis att talen i talféliden a,, = 2-3" +n?,dirn = 0,1,2, ...
satisfierar rekursionsekvationen

Uny1 = 3a, —2n° +2n+1, n=123,...,

med ag = 2.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nddvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.

7. (a) (1p) Antag att 3 x 3-matrisen Q #r en ortogonalmatris. Ange lingden av vektorn Q(0 3 4)7,
(ON-system).

(b) (1p) En ortogonalmatris kan ha hogst tva olika egenvérden. Ange dessa. Motivera!

(c) (3p) Ange, med motivering, samtliga symmetriska ortogonalmatriser som har egenvektorer-
na (1,1,1), (2,—1,—1) och (1,—1,0). (Podng ges efter svarets kvalitet. Om du bara ger ett
exempel pa en sadan matris som uppfyller alla givna krav far du t ex 1p.)

8. (a) (Ip) Lat A beteckna en n x n-matris vars kolonner &r linjidrt oberoende. Visa att for varje
positivt heltal m sa giller att kolonnerna i matrisen A" #r linjart oberoende.

(b) (2p) Lat 3, €2, e3 och &4 beteckna en bas for det 4-dimensionella vektorrummet V', och lat A
beteckna den linjdra avbildning f6r vilken

A(él) =é2, A(ég) =e3, A(ég) =eéey4, A(é4) =0.
Lat A* beteckna Ao Ao Ao---0 A, (k stycken A : n). Visa att
dim(ker(A4)) =1, dim(ker(AQ)) =2, dim(ker(A3)) =3, dim(ker(A4)) =4.

© (2p) Ar det sant for de linjdra avblidningar A av ett n-dimensionellt vektorrum V' pa sig sjéilv
som #r sddana att om

dim(ker(A)) =1, dim(ker(A4?%)) =2, dim(ker(4?)) =3,..., dim(ker(A" 1)) =n—1,
sa giller alltid att

dim(ker(A™)) =n .



