Lektion 12, Flervariabelanalys den 10 februari 2000

14.6.20 Bestdm volymen av omradet ovanfor z,y-planet, under paraboloiden z =
1—2%—y%ochikilen —z <y < 3z.

Paraboloiden &r ovanfor z, y-planet nar

z=1—-22—4*>>0 & w2yt <1,
d.v.s. innanf6r enhetscirkeln.

De punkter som tillhér omradet har alltsa z- och y-koordinat i snittet mellan
enhetsdisken och kilen —x <y < V3.
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I z-led begrinsas omradet av funktionsytorna z = 0 och z = 1 — 22 — 2. Volymen

ges av
V:// (1 — 2% —y?) dx dy.
D

I poléra koordinater beskrivs omradet D i x, y-planet som

—iﬂﬁ@ﬁarctan\/g:%w, 0<r<i,

och volymintegralen blir
1 w/3
V= dﬁ/(l—rz)rdr:/ d9[%r2—ir4}
—7/4 0 w/4 0

1 /3 7
—m/4

14.6.24 Berikna

/// (2 +9° + 2°) de dy dz
JJ R

dar R &r cylindern 0 < 2 + y2 < a27 0<z<h.

Enligt den forsta olikheten 0 < 22 + y? < a? #r cylindern parallell med z-axeln
och med z- och y-koordinater innanfor cirkeln med mittpunkt i origo och radie a.
Den andra olikheten 0 < z < h begrénsar cylindern i hojdled.
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Eftersom omradet ar rotationssymmetriskt kring z-axeln beskrivs det enklast
med cylindriska koordinater
0<z<h, 0<6<2m, 0<r<a.

Integralen blir

/// (2% + y* + 2%) dx dy dz = { cylindriska koordinater }
R

2 h a
:/// (T2+Z2)Tdrd9dz:/ d9/ dz/ (r? 4 2%)rdr
0 0
2 2
/ de/ az | 4r +122r2 / do/

h
:/ a [ a'z + Lo :/ (La*h + La2h®) do
0 0 0

= Lma’h(3a® 4 2h%).

a + 1a222) dz



14.6.26 Bestam

///B(m2 +y° +2%)dV

diir B #r klotet 2 + y2 + 22 < a?.

T

Eftersom klotet 22 + y2 + 22 < @2 &r helt rota-
tionssymmetriskt infor vi sfiriska koordinater. I
dessa koordinater beskrivs klotet som

/ \)y
0<f<2m, 0<p<m 0<r<a. z \_/
Integralen blir

x = rsinpcosf

/// (@2 + 12 +22)dV =< y=rsinpsing | dV = r?sinpdr dp df
B 2 =TrCosp

27 T a
2/0 d@/o Sincpdcp/o r4dr=27r-2-%a5:%ﬂ'a5.

14.6.28 Berikna

[l

dér R #r omradet ovanfor konen z = ¢y/22 + y2 och innanfor sfiren z2 + 32 + 2% = o

Funktionsytan z = c¢y/22 4+ y? dr en kon med spets i origo och z-axeln som

symmetriaxel. Omradet R har alltsa féljande utseende.
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Vi beskriver omradet enklast med sfiriska koordinater
1
0<p<arctan—, 0<0<2m, 0<r<a.
c

Integralen blir

/// (2% + y*) dV = { sfiriska koordinater }
v

27 arctanl/c a
= / do / sinp do / rtdr
0 0 0

2T arctan1l/c a
= / d9/ (1 — cos®¢)sin p d<p/ rddr
0 0 0

arctanl/c 151
[]

2w
= [0 [omor s
{ o cos @ + 3 cos”p 5 o

0

5

= 27r(— cosarctan1/c+ % cos® arctan1/c — (—1 + %)) - ta

For att forenkla cosarctan 1/c ritar vi en hjilptriangel.

V142 c
cosarctanl/c = ——
/ V142

arctan1/c c
2ma® c L3
= - + —32 +2 3).
5 ( VIt (1+c2)3/2 /



14.7.2 Bestdm arean av ytan till planet 5z = 3x — 4y innanfér den elliptiska cylindern

22+ 4y% = 4.

Vi ska alltsa bestdmma arean av funktionsytan z = %x — %y i omradet

2
22 +4y? <4 & (g) +y? < 1.

Omradet bestar alltsa av en ellips med mittpunkt i origo och halvaxlar 2 och 1.
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For att beskriva omradet infor vi omskalade poléra koordinater
x = 2rcosb,
y =rsind,

och omradet ges da av

0<f<2r, 0<r<I.

Areaelementet dx dy overgar till

O, y) o %
dedy = |det ——=<|drdf =|y5" 5| drdd
O(u,v) ar o0

sin 6 rcosf

Areaintegralen blir

S Qo () awan= [ @ (7 aea

27 1 1
:\/5/ d9/ 2rdr:\/§o27r{r2} =2V2m.
0 0 0

2eosf —2rsing ‘ dr df = (2r cos®0 + 2rsin®0) dr df = 2r dr df.

14.7.4 Bestdm arean av halvellipsytan z = 24/1 — 22 — 32,

Funktionen har definitionsomradet

1—z2—y220 & x2+y2§1, f

d.v.s. enhetsdisken.
Integranden till areaintegralen &r

i () ()
_ \/1 + (21_12_212 ~ (7233))2 + (m ~ (ny))2

4x? + 4y? 1+ 322 + 3y?
1— 22 —92 1— 22 —qy2

"Den rikliga forekomsten av uttrycket 2% 4+ 32 antyder att inférandet av poldra

koordinater kan forenkla riknearbetet.” [Leo Ullemar, 1972]
Areaintegralen blir

1+ 322 4 3y2
/ / \/%7 dx dy = { polira koordinater }
D Yy
—/%dﬂ/l\/mrdr—{s—m' ds—_ird?"}
) o V 1—1r2 T T VI-r?
1 1

:271'/ \/47352d‘9:4ﬂ'/ \/1*%52615

0 0

={s= %sing&; ds = %cosg;dgp}

B {7 /3 do — 87 1 1. 5 /3
_% ; | cos | cos g w—ﬁ 3@+ gsin2p .
_ST(rL Y

S Vv3le 8/ 33



14.7.6 Bestdm arean av paraboloiden z = 1 — 2% — y? i forsta oktanten.

Forsta oktanten definieras som x,y,z > 0. Den del av paraboloidens yta som
tillhor forsta oktanten bestidms alltsa av alla x och y s.a.

\
4

z,y>0 och 1—2a2%>—¢y>>0
& x,y >0 och x2+y2§1. D

Arean ges av

072\ 2 0z\2
i i — 2 2
//D\/l+<8x) +<8y) dz dy //D\/1+(2x) T (29 dedy
/2 1
= { poléra koordinater } :/ d&/ V144r2 rdr
0 0

/2 5
={s=1+4r% ds=8rdr}=%/ dﬁ/ Vsds
0 1
=1.1..12 5:L 5v5 — 1
S 5T | 35Vs . 17 ( ).

14.7.8 Bestdm arean av ytan z = \/z ovanfér omradet 0 <z < 1,0 <y < /z.

Funktionen z = /z ir alltid icke-negativ och befinner sig dirfor alltid ovanfor
x, y-planet.

Arean av funktionsytan inom omradet ges av
0z\2 0z\2 1 \2
1 — — | dxdy = 1 — 02 dxd
[ G o) we= [+ (i) + v e
1 NG 1 1 1 1
:/dx/ \/1+—dy:/\/1+—\/§d:ﬂ:/ 41 do

) (

= [+ 1] =2 -

)3/2_ 5v5 — 1
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