Lektion 10, Flervariabelanalys den 8 februari 2000

14.2.4 Berikna den itererade integralen
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Nér vi berdknar den inre integralen (den med avseende pa x) betraktar vi y som
en konstant.
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14.2.6 Berikna

// z2y? dA,
R

dir R &r rektangeln 0 <z <a, 0 <y <b.

Vi ritar forst upp omradet R.
Y
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Dubbelintegralen ska vi berdkna som en itererad integral, och da maste vi
bestdmma i vilken ordning variablerna ska integreras. I detta fall & omradet
lika enkelt bade i - och y-led, och integranden &r helt symmetrisk i  och y sa
det spelar ingen roll vilken variabel vi integrerar forst. Lat oss valja att integrera
i y-led forst. Vi maste da beskriva omradet i formen

c<z<d, g(x)<y<h(x).

I vart fall ar

a b a b
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14.2.8 Beridkna

/ /T@: — 3y) du dy,

dér T &r triangeln med hornpunkter i (0,0), (a,0) och (0,d).

Omradet T har utseendet




Om vi integrerar forst i z-led maste vi for varje y mellan 0 och b kunna skriva 14.2.10 Beriikna

g(y) < x < h(y). //Da:cosydA,

I detta fall &#r den undre grénsen noll och den dvre grinsen ér linjen mellan (0, b)

dar D ar det dndliga omrade i forsta kvadranten begrénsad av koordinataxlarna och
och (a,0), som har ekvationen

kurvan y = 1 — z°.

Vi ritar upp omradet.

Dubbelintegralen &r

b a(l—y/b) D
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0 0 gransas av Kurvan y = X €SKI1VS omradet av
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Vart forstahandsval dr darfor att integrera i y-led och sedan i z-led.
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14.2.16 Skissera integrationsomradet och beridkna den itererade integralen

/"/Qdy/”/2 sinxdm.
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Integrationsomradet ges enligt den itererade integralen av

0<y<m/2, y<z<m/2
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Aven om integralen #r skriven som att vi forst ska integrera i z-led och sedan i
y-led, kan vi kasta om integrationsordningen om det berikningstekniskt gynnar
oss. Detta givetvis under forutsidttning att integranden &r kontinuerlig i hela
triangeln.

I vart fall &r integranden % som verkar svar att integrera i z-led, sa vi véljer
att kasta om integrationsordningen. Vi maste da skriva om omradet i formen

O<z<m/2, g(x)<y<h(z),
och dessutom kontrollera att integranden ar kontinuerlig.
e Omskrivningen av omradet ger att

0<z<w/2, 0<y<u.

/2

e Den enda punkt dér vi inte pa forhand kan sdga om integranden &r kontinu-
erlig &r (0,0). Men i den punkten har vi att
sinx

lim =1,

z,y—0 X

sa om vi definierar integrandens vérde till 1 i origo har vi en kontinuerlig
funktion.

Integralen far vi nu till

/”/de/z smxdy_/”/?dx sinx [yr
0 0 X 0 xr 0
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:/ sinz dx = [—cosx} =1
0 0

14.2.14 Berékna
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dér T &r triangeln med hérnpunkter (0,0), (1,0) och (1,1).

Om vi bara betraktar omradet T" sa &r det lika enkelt att integrera i z-led som i
y-led.

(0,0) (1,0)



Daremot &r integranden jobbigare att integrera i z-led &n i y-led.
Strategin som vi ska anvinda dr att forst integrera i y-led och sedan hoppas
pa att resultatet dr enklare att integrera i z-led &r den nuvarande integranden.
For ett givet z-virde begrinsas triangeln i y-led underifran av y = 0 och
ovanifran av y = x.

Dubbelintegralen &r déarfor
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14.2.20 Bestdm volymen under funktionsytan z = 1 — 2% och ovanfér omradet 0 <
y<1l,0<z<uy.

Om vi kallar omradet i z, y-planet for D sa ges volymen under funktionsytan till
en positiv funktion z = f(x,y) av

/ /D f(z,y) da dy. (+)

Om vi ritar upp omradet D

\
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s& ser vi att D helt ligger i det omrade diir 1 — a2 dr positiv, s& vi kan anviinda ()
utan att behova beskéra D.
I uppgiftstexten dr D given i formen

vilket gor det lampligt att forst integrera i x-led.
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14.2.28 Bestim volymen innanfér cylindern z2 4+ 2y = 8, ovanfor planet z = y — 4 Volymintegralen &r
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och under planet z =8 — .

Vi ska forst forsoka forestélla oss den kropp som vi ska bestdmma volymen av.
Cylindern skriver vi forst i standardform

T \2 U\ 2
(\/g) +(3) = p

och vi ser att den elliptiska cylindern har hal- /\
vaxlar v/8 och 2, och z-axeln som generatris.

De tva planen skir cylindern och av-
gransar en &ndlig del av cylindern. Av-
standet 1 hojdled mellan planen ges av dif-
ferensen mellan deras z-koordinater,

Den forsta integralen éir areaintegralen av en halvcirkel med radie v/8 och har
darfor virdet 124/2- %ﬂ(\/g )2 = 48v/2 7. I den andra integralen ser vi att integran-
den &r udda, och eftersom integrationsomradet &r origosymmetriskt &r integralen
noll.

B—z—(y—4)=12—z—y. h d Vi har alltsé att

Innanfér cylindern &r detta avstand positivt / ) & V = 48V2 .
-l
x

vilket vi ser med skattningen
12—-2—y>12—-V8-2>12-8-2=2>0.

Alltsa ar det 6vre planet hela tiden ovanfor
det undre planet innanfor cylindern.
Volymen av kroppen ar volymen under det
ovre planet minus volymen under det undre planet.

Vz// (S—x)dxdy—// (y —4)dx dy
b b 14.3.2 Bestidm om integralen

://D(H—x—y)dxdy, // _ dzdy

1+22)(1+
dér D ar ellipsen 22 + 232 = 8. Ellipsen kan vi ocksé skriva i formen a1+

konvergerar, dir @) ar forsta kvadranten i x, y-planet.
—V8 <z < V8, ~BV8-a?<y< SoV8 -

Y
Integranden &r en positiv funktion och integralen konvergerar omm en av dess
itererade varianter konvergerar.

Forsta kvadranten kan skrivas

0<z<oo, 0<y<oo.



En av de itererade integralerna far vi till

/Ood /°° dx _/°° dx /°° dy
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Alltsé #r integralen i uppgiftstexten konvergent med viirdet 72/4.

14.3.4 Bestdm om integralen

/] wm

over triangeln 7" med hérnpunkter (0,0), (1,1) och (1,2) dr konvergent.

Vi ritar upp triangeln 7.

Eftersom triangeln bara innehaller punkter med positiva z-koordinater &r in-
tegranden positiv och integralen konvergent omm en av dess itererade integraler

konvergerar.

I y-led ar omradet begrinsat av de tva rita linjerna y = x och y = 2z, varfor

\
7

(0,0)

triangeln kan beskrivas som

Integration forst i y-led ger

/de/x %: 0 dm%[%/@]ix
' bde
:/0 5(2\/5—2)\/5(195:(2\/5—2) 7
:(2\f—2)[2\/5}::4(\f2—1)<oo.

Alltsa &r integralen i uppgiftstexten konvergent.
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