Lektion 8, Flervariabelanalys den 2 februari 2000
13.2.2 Bestdm storsta och minsta véardet av
flzy) =2y — 2

irektangeln —1 <z <1,0<y <1.

Vi bérjar med att rita upp omradet

\
7

-1 1

Omradet dr kompakt vilket innebér att det storsta och minsta viarde funktionen
kan anta ar i nagon av foljande punkter

1. kritiska punkter,
2. punkter diar Vf inte existerar, och
3. randpunkter.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. De kritiska punkterna uppfyller

of 8f)

Vi=(5,5,) =W-20=00),

vilket ger punkten (0,2) som maste uteslutas eftersom den inte tillhor
omradet.
2. Gradienten existerar 6verallt.

Eftersom punkt 1 och 2 inte gav nagra punkter maste f anta storsta och minsta
vérde i en randpunkt.

3. Omradets rand bestar av fyra riata kurvstycken som vi und

x =—1: Parandkurvan {x = —1} har funktionen
utseendet

f(—l,y) =—-y+2

Storsta vérdet av f dr 21y = 0.
Minsta virdet av f ar 1iy=1.

ersoker separat.

Y
1
x =+1: Parandkurvan {z = +1} har funktionen
utseendet
fy) =y -2 1
-1
Storsta virdet av f ar —1iy = 1.
Minsta vardet av f &r —2iy = 0. _9
y=0: Parandkurvan {y = 0} har funktionen
utseendet N
2 4
f(z,0) = —2z.
— N+ T
Storsta virdet av f dr2ix = —1. -1 1
Minsta vérdet av f ar —2ix = 1. —91
y=1: Parandkurvan {y = 1} har funktionen
utseendet N
1 4
f(xv 1) = -
—t—x——+— T
Storsta virdet av férlix = —1. -1 1
Minsta vardet av f dr —1iz = 1. 14

Genom att jimfora storsta och minsta virdet pa de olika randkurvorna far vi f:s

storsta och minsta varde i hela omradet

Storsta virde 2 ipunkten (—1,0).
Minsta virde —2 ipunkten (1,0).




13.2.4 Bestam storsta och minsta viardet av
flzy) =z +2y

i cirkelskivan z2 4+ y% < 1.

Omradet ar insidan av cirkeln med mittpunkt i origo och radie 1

Eftersom f dr linjdr existerar gradienten éverallt och V f = (1,2) &r aldrig noll.
Detta utesluter att storsta eller minsta vérdet antas i en inre punkt. Kvar att
undersoka &r omradets rand, d.v.s. enhetscirkeln.
Punkter pa enhetscirkeln beskrivs enklast med polédra koordinater

x = cosf
y = sin (0 <0 <2nm).
Pa cirkeln har f utseendet

g9(0) = f(cosf,sinf) = cos + 2sin 0,

dér vi infort g som ett forkortat skrivsdtt for f. Vi bestammer storsta och minsta
vérdet av g genom att sédtta derivatan lika med noll,

g'(0) = —sinf +2cosf =0
& tanf = 2
& 0 = arctan2 eller 6 =7 +arctan2 (Obs! 0 <6 < 2m).

Detta svarar mot punkterna

(cos arctan 2, sin arctan 2) och

(cos(m + arctan 2), sin(w + arctan 2)) = (— cos arctan 2, — sin arctan 2).

For att forenkla dessa uttryck ritar vi en hjilptriangel.

V5 9 cosarctan2 = %
. _ 2
rctan s 1 sinarctan2 = 7
Punkterna &r alltsa (%, %) och (—%, —%), och
f(%, %) = V5 Storsta virdet,
f(—%, — \;5) = —/5  Minsta virdet.
13.2.6 Bestdm storsta och minsta virdet av
flz,y) =2zy(l -z —y)
i triangeln med hérnpunkter (0,0), (1,0) och (0,1).
Storsta och minsta virde antas i nagon av féljande punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter diar Vf inte existerar, och
3. randpunkter.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. Kritiska punkter har gradient 0, d.v.s.
Vf= (y —2zy — 1y, — 2% — 2my) = (0,0).
Vi har alltsa ekvationssystemet
y(1 -2z —y) =0, (1)
x(1—-2y—2)=0. (2)

Ekvation (1) &r uppfylld om atminstone en av faktorerna &r noll. Detta ger
oss tva fall



y=0: (2)gerz(l—2)=0,dvs. z=0ellerz=1.
1—2z —y=0: Vihar alltsd att y = 1 — 2z. Detta insatt i (2) ger
z(1—2(1-2z)—z) =0,
a:(—l + 31:) =0,
d.v.s. x =0 eller x =1/3.
De kritiska punkterna &r

(0,0), (1,0), (0,1) och (3,3)

2. Gradienten existerar overallt.

3. Om vi ritar upp omradet

sa ser vi att randen bestar av tre randkurvor. Vi har darfor tre fall att
undersoka

Pa y-axeln har f utseendet f(0,y) = 0.

P& z-axeln har f utseendet f(z,0) = 0.

diagonal : Den riita linjen mellan (0, 1) och (1,0) kan vi beskriva med para-
metriseringen

x=0:

y=0:

(z,y) = (0,1) +t(1,-1) (0<t<1).
Pa linjen har f utseendet
g(t) = f(t,1—t)=t-(1—1t)-0=0.

Det storsta och minsta viardet av f finns bland foljande virden

0 ( =randvérde) = Minsta vérde,
f(%7 %) = % = Storsta vérde.

13.2.10 Bestdm storsta och minsta vardet av

__ Ty
f(x7y)_1+$2+y2

i det 6vre halvplanet y > 0.

Omradet bestar av alla punkter med positiv y-koordinat och z-axeln.

> T

Vi har tre typer av punkter att underscka
1. kritiska punkter,
2. punkter dér V f inte existerar, och
3. randpunkter.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. Gradientens komponenter &r

of 1-(1+2°+¢*)—(@—y)-22 _1-a”+2zy+y°
or (1+ 22 + y?)? (L2 4 y2)2
of (=1)-(1+2*4+¢*)—(z-y) -2y —1-a"—2zy+y°

)

dy (1+ 2% +y?)? (a4 y?)?
Gradienten lika med noll ger ekvationssystemet

1—2?+2zy+9y2 =0,
—1—22=2zy+y?>=0.

(1) +(2) ger
—22% + 2% =0 & r=1y eller z=—y.
Vi undersoker dessa tva fall.

x=y: (1) ger 1+ 22? = 0 som saknar reella l6sningar.



x=—y: (1) och (2) ger 1 — 22% = 0 som har losningarna z = +-1-. 13.2.12 Bestdm stdrsta och minsta virdet av

V2
Kritiska punkter &r f(z,y,2) =22 +yz
(%, f%) (utanfor omradet) i Klotet 2? +y + 2% < 1.
(-5 )
V2’ V2"
2. V[ existerar dverallt (nimnaren > 1> 0). Omradet bestar av enhetsklotet med mittpunkt i origo.

3. Langs z-axeln ar funktionen z

xT

g(x):f(z,O):m. (W
Det storsta och minsta virdet far vi i punkter dér derivatan &r noll (vi har I~

ndmligen att lim, 1. g(x) = 0).

. 2 —_ . —_ 2
g (z) = L (1427 —z-22 N el 0 Det storsta och minsta vérdet antas i nagon av féljande punkter
(14 x2)2 (14 22)2

& r ==l 1. kritiska punkter,

. . 2. punkter diar V f inte existerar, och
Det storsta och minsta viardet av f finns alltsa bland foljande virden P / x

3. randpunkter.

f(—i L) - __1
V2’ V2 V2’ . )
f(-1,0) = -3, Vi underséker dessa fall.
f(l7 0) = % 1. Gradienten lika med noll ger
Svaret ar Vf=(zzz+y) =(0,0,0)
Pro. . _ 1 .
Storsta viirde = 2 i punkten (1,0). d.v.s. £ +y = 0 och z = 0. Detta ekvationssystem har 16sningarna
Minsta virde = f% i punkten (—%, %)

(z,y,2) =t(1,—1,0) (¢ parameter).

Alltsa ar alla punkter pa linjen kritiska punkter. Vi maste inskrdnka para-
meterintervallet till

-5 <t<-

S
S

for att punkterna ska ligga inom méngden.

2. Gradienten existerar overallt.



3. Pa randytan giller att (1) — (2) ger

By 22 =1 —22 492 =0 & x=y eller z=—1.

Vi kan fran detta samband 16sa ut z .
Dessa tva fall ger

z=z(z,y) =£V1-2a% -y, z=y: (1)och(2)gerl—4da?=0 <& ax==%1.
dér x och y uppfyller 22 + y? < 1. Funktionen f:s utseende pé randytan kan x=-y: (1)och (2)ger1 =22 =0 & uz= i%-
alltsa beskrivas av x och y, och &r De kritiska punkterna till g; dr alltsa
z,y) = f(z,y,/1— 22 — 9?2 11 11 1 1 11
sl =foy V12 v (33 5D () Fh)
= (w412 i,
— (b) Vg existerar dverallt utom pa randen.
z, = T, Y, —V - T — °
g2(2.9) = f (. v) (c) P& randen ir 22 + 3% = 1 och
=—(z+y)v1i-a*—y?
Vi ska alltsd bestdmma storsta och minsta vérdet av gi(z,y) (och go) i g1 har alltsa sitt storsta respektive minsta virde bland
miéngden 22 + y? < 1.
Detta #ir precis den typ av problem vi hittills hallit pa med. Stérsta och 0 (randvirden)
minsta virdet av g; antas i nagon av foljande punkter g1 (%, %) = % (storsta vérde)
(a) kritiska punkter till g, g(-%.-3)= —LQ (minsta viirde)
(b) punkter dér V'gl inte existerar, och 91(%, _%) -0
(c) randpunkter till 2% +y? < 1. L 13y_9
91 (=75va) =
Vi undersoker dessa tre fall
Eftersom go = —g; har go samma storsta och minsta véirde som g .
(a) Vi har
Eftersom f(¢, —¢t,0) = 0 i de kritiska punkterna r
8g1 891
vgl =\, )= 0, (*) . . 1 1 1 1
Oz " Oy Storsta virde ok (5, 55 %) och
dg1 1—222 —ay —y? (-1,-1i,-31)
% — . = - = = 2027 2
;x -y , Minsta viirde —% i (-3.-3, %) och
091 1-2y*—zy—x (ll,L)
—_ == . 2592 V2

By N

(%) ger ekvationssystemet
1—222 —ay—y? =0, (1)
1—a2? —2y —2y* =0. (2)



13.2.17 Maximera

Q(z,y) =2z + 3y

under bivillkoren z > 0, y > 0, y <5, x + 2y <12 och 4z + y < 12.

Omradet ges av alla punkter (z,y) som uppfyller villkoren

T >0, (1)
y=0, (2)

y <5, (3)

x+ 2y < 12, (4)
e+ y <12 (5)

Villkor (1) och (2) séger att omradet maste ligga i forsta kvadranten.

Y

A

Villkor (3) séiger att y-koordinaten &r mindre &n eller lika med 5.

\
7

Villkor (4) séger att omradet ligger till vinster om linjen a 4+ 2y = 12. For att
rita upp linjen x + 2y = 12 tar vi reda pa var den skér z- respektive y-axeln och
forbinder dessa tva punkter med en rat linje. Pa z-axeln dr y = 0 och x+2-0 = 12.

Pa y-axeln &r x = 0 och 0 + 2y = 12, d.v.s. y = 6.
Y

~

4

Villkor (5) séger slutligen att omradet ligger till vinster om linjen 4x + y = 12.
Y

A

I

Omradet ar alltsa den grafirgade fyrhérningen ovan.
Eftersom malfunktionen @ &dr linjir existerar gradienten overallt och V@ =
(2,3) &r aldrig noll. @ maste alltsa anta sitt storsta virde i en randpunkt.
Omradets rand bestar av rita linjer och vi undersoker @:s viirden pa randen
genom att parametrisera dessa linjer,

r(t) = OP + tv.
Q:s virde pa en randkurva kan alltsa skrivas

g(t) = Q(r(t)) = Q(OP + tv).

Eftersom bade @ och r(t) dr linjira funktioner sa &r ¢(¢) en linjir funktion av ¢.
Linjéra funktioner antar alltid sitt max/min-vérde i intervallets d&ndpunkter, som
i detta fall svarar mot hérnpunkter.

hoérnpunkt

parameterlnterva}\ . hormpunkt

o =r(t)




Malfunktionen @ antar alltsa sitt storsta vérde i en hérnpunkt.
Vi vet redan koordinaterna for tre av hérnpunkterna.

Y

A~

(0,0) (3,0)
Den fjarde hérnpunkten dr skdrningspunkten mellan linjerna
y=>5 och 4dz+4+y=12

vilket direkt ger x = % och y =5.
(2:s maximum &r det storsta av virdena

Q(0,0) =0,

Q(3,0) =6,

Q(0,5) = 15,

Q(I,5) =31 (Storsta virdet).

13.3.2 Bestim kortaste avstandet fran punkten (3,0) till parabeln y = 2

a) genom att reducera antalet variabler till ett extremvérdesproblem utan bivillkor,
och

b) med Lagranges multiplikatormetod.

Om (z,y) dr koordinaterna fér punkten pa parabeln sa ska vi minimera

Iz, y) = (3,0)| = V(= 3)? +¢° (%)

under forutsittning att (x,y) ligger pa parabeln, d.v.s. y = 22,

Med en mer standardformulering blir problemet
min  (z — 3)% + ¢? ()
*
da  y—22=0.

Notera att vi nu minimerar kvadraten pa avstandet istéllet for avstandet, men
det &r i princip samma problem och minimum antas i samma punkt for bada pro-
blemen. Skélet till denna omskrivning &r rent praktiskt; vi slipper kvadratroten.

a)  Ur bivillkoret kan vi 16sa ut y = 2% och problemet blir att minimera
f@)=(z=3)"+ (@) = (z = 3)* +a".
Vi bestdmmer minsta véirdet av f genom att sétta derivatan lika med noll,
f/(z) =2(x — 3) +4a® =0,
vilket ger x = 1 (inga andra reella rétter).
Eftersom
fr)y=02+12z) _, =14>0

dr x = 1 en minimipunkt. Svaret #r alltsa att punkten (1,1) ligger ndrmast
punkten (3,0) med ett avstand pa /(1 — 3)2 + 12 = /5.

b)  Enligt Lagranges multiplikatormetod antas minimum i en punkt dér gradi-
enten av malfunktionen tillhor det linjéra holje som spanns upp av gradi-
enten av bivillkorsfunktionen. Om

flz,y) = (x=3)" + ¢
g(z,y) =y —*

sa lyder alltsa villkoret: V f dr parallell med Vg, vilket &r detsamma som

—Vf—
det(Vg) =0
2x=3) 2y|_ _
oy 1’21’4xy60.

|
Detta villkor tillsammans med bivillkoret ger oss ekvationssystemet
2z —4xy — 6 =0, (1)

y—xQZO. (2)



Ekvation (2) ger y = 22. Detta insatt i (1) ger
20 — 423 — 6 = 0,
som har l6sningen = = 1. Alltsa &r (1,1) en kritisk punkt.
Eftersom parabeln {g(z,y) = 0} inte #r kompakt kan tva fall intréiffa

1. minimum antas i en kritisk punkt, d.v.s. (1,1).

2. Gransvardet

wlgr%o f(z,y)

ar mindre &n f:s virden pa parabeln. I detta fall saknar f ett minsta
vérde.

Vi har att

lim f(z,y) =00

y=x2

varfor fall 1 intraffar.

Alltsa ligger punkten (1,1) ndrmast punkten (3,0) med ett avstand

pa /(1 -3)2+12 = /5.

13.3.4 Bestidm storsta och minsta virdet av funktionen
f(iE,y,Z) =x+y—z

pa sfiaren 2+ y2 +22=1.

Séatt

g(z,y,2) =2 +y° + 27— 1.

Problemet kan nu skrivas
min/max  f(z,y, 2)
da g9(z,y,2) = 0.

Eftersom sfiren &#r kompakt antas det storsta resp. minsta virdet av f i nagon
av foljande punkter.

1. punkter dér V f tillhor det linjdra holje som spéanns upp av Vg,
2. punkter ddr Vg = 0 (singuldra punkter),
3. punkter dér Vf eller Vg inte existerar.

Vi undersoker dessa tre fall.

1. Vi har

Vf = (la 17_1)a
Vg = (2z,2y,2z).

I kritiska punkter ska V f € span{Vg}, d.v.s. Vf ska vara parallell med Vg.
Det ska alltsa finnas en skalir A s.a.

(1,1,-1) = A(2z, 2y, 2z).

Detta leder tillsammans med bivillkoret g(x,y, z) = 0 till ekvationssystemet

22z =1, (1)
2y =1, (2)
20z = —1, (3)
4y 22 =1 (4)

Fran (1), (2) och (3) har vi att (ty A # 0)

1 1 1
v Y=o och z=——.

= ~ o 22

Detta insatt i (4) ger

1 1 1 3 3
S S SRR S V3
402 4NZ 0 4)2 4)2 2

vilket ger punkterna



2. Gradienten Vg = (2z,2y,2z) dr noll endast i punkten med x =y = 2z = 0,
men (0,0, 0) uppfyller inte bivillkoret.

3. Gradienterna V f och Vg existerar 6verallt.
Malfunktionen f:s storsta respektive minsta vérde &r ett av foljande virden
(Storsta virdet),

(Minsta viirdet).

13.3.6 Bestiam det kortaste avstandet fran origo till ytan zyz? = 2.

Om (z,y, z) dr koordinaterna for en punkt pa ytan sa ges avstandet till origo av
uttrycket

”($7yaz) - (07070)“ =V 2 +y2 +Z2'

For att slippa kvadratroten kan vi istéllet stcka minsta virdet av avstandet i
kvadrat

som antar minimum i samma punkt.
Sitter vi g(x, vy, 2z) = wyz? — 2 blir problemformuleringen

min  f(z,y, 2)
da  g(z,y,2) =0.

Eftersom ytan inte dr kompakt (t.ex. ligger den obegrinsade kurvan z = ¢, y =
2/t, z = 11 ytan) maste vi forst forsékra oss om att f inte gar mot ett minvérde
da nagon av koordinaterna — #+oo. Eftersom f &r kvadraten pa avstandet till
origo ser vi direkt att f — oo nér |z|, |y| eller |z] — oo.

Alltsa antar f ett minsta virde i nagon av foljande punkter

1. punkter dir V f tillhor det linjira holje som spénns upp av Vg,
2. punkter dir Vg = 0, och
3. punkter diar Vf eller Vg inte existerar.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. Vi har
Vf=(2z,2y,22),
Vg = (y2%, 122, 22y2).
Vi soker punkter diar V f ar parallell med Vg. Ett sédtt att formulera detta
pa ar
(22, 2y,22) = My2?, 222, 2zyz2),

for nagon skaldr A. Ett annat sétt dr villkoret

20 2y 2z
yz? wz? 2wyz| =0,
a b c

som maste gilla for alla (a, b, ¢) eftersom de tva 6versta raderna V f och Vg
ar linjart beroende. Kofaktorutveckling langs tredje raden ger

2y 2z ’ 2x 2z 20 2y

2 yz? 2axyz yz? a2

Uz 2xyz =0

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste de tre minorerna vara noll,

2y 22 _ 2 3 _
222 2ayz| T doy“z — 2x2° =0,
21’ 22’ _ 2 3 _
22 2ayz| 4o yz — 2yz° =0,
2c 2y | _ 5922 o522
ya? z22| 22°2° = 2y“2z° = 0.

Dessa villkor tillsammans med bivillkoret ger ekvationssystemet

x2(2y* — 2%) = 0, (1)
yz(20% = 2%) =0, (2)
2w -y +y) =0, 3)
ryz* = 2. (4)

Ekvation (3) ger oss tre fall



xz =19: De resterande ekvationerna reduceras till 13.3.12 Bestdm stérsta och minsta viirdet av
132’(2:132 —2’2) = O, (5) f(.T,y,Z) :$2+y2+22

z222 = 9. (6) pa ellipsen som &r skirningskurvan mellan konen z? = 22 + 32 och planet z — 2z = 3.

Eftersom x,z # 0, p.g.a. (6), ger (5) att 22% = 22. Detta insatt

i(6) ger Ellipsen tillhor bade konen och planet, och uppfyller dérfor bade konens och
planets ekvation.

4 _ _
22°=2 & z==L Satter vi

gl(x7y7z) = 22 —332 _y27

(1,LL,v2), (1,1,—v2), (=1,-1,v2) och (=1,—1,—v2). 92wy, 2) = — 22 =3,

blir problemet

Vi far dérfér punkterna (med hjélp av (7))

x = —y: Eftersom z # 0, p.g.a. (4), blir VL av (4) ett negativt tal (22 &r

positiv) och kan inte vara lika med HL. max/min  f(z,y, 2)
z=0: Detta strider mot ekvation (4). Y g1(z,y,2) =0
a
g2(x,y,2) = 0.

2. Gradienterna Vg = (yz2, 222, 2ryz) #r noll bara om atminstone en av x, y
och z &r noll, men det strider mot bivillkoret. Eftersom en ellips dr en kompakt kurva sa antar f ett stérsta och minsta virde

i nagon av foljande punkter,
3. Gradienterna V f och Vg existerar 6verallt. & VoY P

o i ) ) 1. punkter dér V f tillhor det linjara holje som spénns upp av Vg; och Vo,
Kvadraten pa minsta avstandet dr det minsta av foljande virden

2. punkter dir dim{Vg;, Vg2} < 2, och

f(la 17 \/5) - 47
F(1,1 \/5) 4 3. punkter dir Vf, Vg; och Vgs inte existerar.
f(—l’ _71 V2) = 4) Vi undersoker dessa tre fall.
f(=1, 1,—\/5) =4 1. Vi har

Vi =(2xz,2y,2z2)
v.gl = (_2‘T7 _2y7 2Z)
Vgg = (1,0, 72)

Gradienten V f tillhor span{Vg;, Vga} endast om

—Vf— 2x 2y 2z
0=|—Va—|=|-20 -2y 2z
— V92 — 1 0 -2

=8zxy + 4yz + 0 — (—4yz) — 0 — 8xy = 8yz=.



Tillsammans med bivillkoren ger detta ekvationssystemet

yz =0, (1)
22 —a? —y* =0, (2)
x—2z=3. (3)
Ekvation (1) ger tva mojligheter.
y=0: Ekvation (2) och (3) ger
(z—z)(z+ ) =0, (4)
x—2z=3. (5)
Om z = z ger (5) att © = —3, vilket ger punkten (—3,0, —3).
Om z = —x ger (5) att = 1, vilket ger punkten (1,0, —1).
z=0: Ekvation (2) och (3) ger
2 +y? =0,
T =3.

som saknar 16sning.

. Gradienterna Vg; och Vgs ér linjért beroende omm

for alla vektorer (a,b,c). Med Vg; och Vg insatta blir detta

—2r -2y -2z
1 0 -2 |=0.
a b c

Kofaktorutveckling lings tredje raden ger

-2z -2y
1 0

o

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste alla minorer vara noll,

-2y 2x| .

—2x 2z

‘ 1 ol = dr — 2z =0,
—2x —2y| .
’ 1 0 |= 2y =0.

Tillsammans med bivillkoren far vi ekvationssystemet

y=0,
4z — 22 =0,
z2—x2—y2:0,

T —2z=3.

Ekvation (6), (7) och (9) &r ett linjért ekvationssystem

0 1 O T 0
4 0 =2 y] =10
1 0 -2 z 3

som har lésningen (z,y, z) = (—1,0, —2), vilken dock inte uppfyller (8).

3. Gradienterna Vf, Vg, och Vgs existerar ¢verallt.

Det storsta och minsta virdet av f finns bland féljande véirden

£(=3,0,-3) = 18
f(1707 _1) =2

(Storsta virdet),
(Minsta viirdet).

[C NN
= D —

~—~ Y~ o~



13.3.18 Bestdm de mest ekonomiska dimensionerna av en rektanguldr lada utan lock.

Lat x, y och z beteckna sidolingderna av ladan enligt figuren nedan.

T )

Vi tolkar uppgiften som att vi ska maximera ladans volym for en given total area
av sidoviggar och botten.

Eftersom ladans volym &r V' = xyz och area dr A = xy + 2xz + 2yz blir vart
problem

max Iyz

{xy+2xz+2yz =A

da T,Y, 2 > 0.

Utefter rdnderna = 0, y = 0 eller z = 0 &r volymen noll, sa vi har inga
maxpunkter dar.

Areabivillkoret ger upphov till en icke-kompakt méngd, sa vi maste undersocka
vad som hidnder med volymen da en av kantlingderna gar mot co. Om t.ex.
x — oo sa har vi att

A
xy <ay+2zxz+2yz< A = y < —,
x
A
20z <wzy+2xz+2yz< A = z§2—,
x

vilket ger att volymen &r

- 'x'Qm 2z

Med ett liknande resonemang far vi att V' — 0 om y — oo eller z — oo.
Volymen maste alltsa anta sitt storsta virde i nagon av foljande punkter,

1. punkter dir VV tillhor det linjéra holje som spanns upp av VA,
2. punkter dir VA = 0, och

3. punkter dir VV eller VA inte existerar.

Vi undersoker dessa tre fall.

1. Vi har

VV = (yz7 xz’ (I/.y),
VA= (y+2z,x+ 22,2z + 2y).

Gradienten VV tillhor span{V A} om de &r linjért beroende, d.v.s. omm

—VV— yz xz xy
—VA— |=|y+22z x+2z 2x+2y|=0
a b c a b c

for alla vektorer (a, b, c).

Kofaktorutveckling léings tredje raden ger

Tz Ty
T+ 2z 2x+4 2z

yz xy
y+2z 2x+2y

Yz Tz

y+2z x+2z =0

a

‘-i—c

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste alla minorer vara noll.

Tz Ty

ot 2s 9p 49| = TR0+ 22) —ay(e+22) = —2%y + 2272 =,

o | =R )~y +22) = —ay? 25 =,

y+2z 2x+2y

‘ y —?{—Z2z z f_zzz = yz(x + 22) — x2(y + 22) = 2222 + 2y2% = 0.
Tillsammans med bivillkoret har vi ekvationssystemet
2*(2z —y) =0, (1)
y*(2z —2) =0, 2)
2(y—x) =0, (3)
xy + 22z + 2yz = A. (4)

Vi vet att i maxpunkten dr x,y, z # 0 sa (1), (2) och (3) ger att
r=y =2z
Detta insatt i (4) ger

1222 = A =

z=+5\/A/3,
vilket ger punkten (\/A/3,1/A/3,41/A/3) (minustecknet strider mot posi-

tivitetsvillkoret).



2. Gradienten VA = (y + 2z, x + 2z, 2x + 2y) &r noll omm

01 2 0
1 0 2 =10
2 2 0 0

N e R

som endast har den triviala lésningen (z,y, z) = (0,0,0) eftersom determi-
nanten dr 8, men (0,0, 0) uppfyller inte bivillkoret.

3. VV och VA existerar overallt.

Storst volym av ladan ar

3/2
V =V(VA/3,\/A/3,3\/A/3) = ’2%.
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